
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
УМАНСЬКИЙ ДЕРЖАВНИЙ ПЕДАГОГІЧНИЙ УНІВЕРСИТЕТ  

ІМЕНІ ПАВЛА ТИЧИНИ 

МІНІСТЕРСТВО РОЗВИТКУ ГРОМАД ТА ТЕРИТОРІЙ УКРАЇНИ 

ДЕРЖАВНЕ ПІДПРИЄМСТВО «ДЕРЖАВНИЙ НАУКОВО-ДОСЛІДНИЙ 
ІНСТИТУТ БУДІВЕЛЬНИХ КОНСТРУКЦІЙ» (ДП НДІБК) 

 
 

Кваліфікаційна наукова  
праця на правах рукопису  

 
 

Орлова Ольга Михайлівна 
УДК 624. 012.46 

 
 

 
ДИСЕРТАЦІЯ 

 
ЖОРСТКІСТЬ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ЕЛЕМЕНТІВ ДВОТАВРОВОГО 

ПЕРЕРІЗУ З НОРМАЛЬНИМИ ТРІЩИНАМИ ПРИ КРУЧЕННІ 

 
05.23.01 – Будівельні конструкції, будівлі та споруди  

19 – Архітектура та будівництво  
 

 
Подається на здобуття наукового ступеня кандидата технічних наук  

 
Дисертація містить результати власних досліджень. Використання ідей, результатів і 

текстів інших авторів мають посилання на відповідне  джерело        

 

                                 Орлова Ольга Михайлівна 

 

 

 

Науковий керівник                         д.т.н., проф. Т.Н. Азізов 
 

 
 

 
 

Умань – 2020 



   2 

 

АНОТАЦІЯ 

Орлова О.М. Жорсткість залізобетонних елементів двотаврового перерізу з 

нормальними тріщинами при крученні – кваліфікаційна наукова праця на правах 

рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата технічних наук зі 

спеціальності 05.23.01 – будівельні конструкції, будівлі та споруди. – Уманський 

державний педагогічний університет імені Павла Тичини, Умань, 2020. 

Зміст дисертації. 

У вступі обґрунтовано актуальність теми дисертації, наукову новизну 

отриманих результатів, практичну цінність, відомості про впровадження результатів 

роботи, особистий внесок здобувача, відомості про апробацію результатів; 

окреслено публікації здобувача за темою дисертації; представлено  загальну 

характеристику роботи, структуру та обсяг дисертації.  

У першому розділі  наведено огляд літературних джерел, присвячений 

питанням методів розрахунку залізобетонних елементів при крученні. Приділено 

увагу розгляду існуючих нормативних та авторських методів розрахунку 

залізобетонних елементів з спіральними та нормальними тріщинами при крученні. 

Встановлено, що крутильна і згинальна жорсткості впливають на перерозподіл 

зусиль в складних  системах, що деформуються просторово. В роботах різних 

дослідників показано, що в елементах систем перекриттів, виникають не лише 

згинальні, а й істотні крутні моменти.  На просторову роботу перекриттів істотно 

впливає  не лише жорсткість при згині, але й жорсткість при крученні  їхніх 

елементів.  

Існуючи методи визначення деформування залізобетону з тріщинами при 

крученні припускають наявність просторових спіральних тріщин і є неприйнятними  

для елементів з нормальними тріщинами. В той же час існує великий клас 

конструкції, в елементах яких діють крутні моменти, а при цьому в елементі є 

нормальні тріщини. 
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Питанням розрахунку деформацій при крученні залізобетонних елементів  з 

нормальними тріщинами присвячено мало робіт. В цих роботах не розглянуті 

методи розрахунків несучої здатності та деформативності залізобетонних елементів 

двотаврового перерізу з нормальними тріщинами. 

На основі огляду літератури у першому розділі поставлені задачі дослідження.  

Другий розділ присвячений теоретичному дослідженню напружено 

деформованого стану при крученні двотаврових залізобетонних елементів з 

нормальними тріщинами. Показано, що задача розрахунку жорсткості при крученні 

залізобетонних елементів з нормальними тріщинами  включає в себе три етапи. На 

першому етапі слід розсікти поздовжню арматуру і визначити взаємне переміщення 

берегів нормальної тріщини. Цей етап є найскладнішим і найважливішим в 

загальному розрахунку. На другому етапі слід визначити нагельні сили в поздовжній 

арматурі. Третій етап – це визначення жорсткості при крученні при визначених на 

попередньому етапі нагельних сил. 

Розглянуто  методики визначення взаємного переміщення берегів нормальної 

тріщини. При розробленні чисельно-аналітичної методики визначення взаємного 

переміщення берегів нормальної тріщини, враховуючи, що двотаврові елементи 

мають відносно малу товщину поличок і стінки, прийнято допущення розрахунку у 

вигляді тонких пластин. 

Для розрахунку переміщень двотавровий елемент розсікається на два таврових. 

Верхній тавр має висоту стиснутої від згину зони елемента. Нижній тавр має висоту, 

яка дорівнює висоті нормальної тріщини. По ліній розтину діють внутрішні невідомі 

зусилля: погонні дотичні зусилля і погонні моменти. Для  цих невідомих зусиль 

розглянуті умови спільності деформацій у місті розсічення. Отримана система 

диференціальних рівнянь для визначення невідомих зусиль. 

Розглянутий також метод стрижневої апроксимації. Для розрахунку 

двотавровий елемент розбивається на скінчену кількість стрижневих елементів 

прямокутного перерізу, які з‘єднані між собою поперечними стрижнями. 
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Жорсткість  поздовжніх стрижнів приймається як жорсткість кожного 

елемента прямокутного перерізу. Жорсткість поперечних стрижнів підбирається 

таким чином, щоб відносний кут закручування такої стрижневої системи дорівнював 

відносному куту закручування елемента, визначеному за точною методикою теорії 

кручення. 

У розділі розроблено також інженерний метод визначення взаємного 

переміщення берегів нормальної тріщини. У місці наявності тріщини жорсткість 

перерізу (як згинальна, так і крутильна) різко змінюється. В такому випадку елемент 

можна розраховувати як умовний елемент з перетином, висота якого змінюється за 

деякою кривою. Прийнято наближену гіпотезу, що висота елемента змінюється за 

законом прямої лінії. При цьому вона змінюється від висоти стиснутої зони до 

повної висоти перерізу. З огляду на прийняте припущення про лінійну зміну висоти 

двотаврову балку представлено у вигляді елемента зі ступінчастою змінною висоти. 

На основі такого моделювання визначено взаємне переміщення берегів нормальної 

тріщини. 

Для перевірки достовірності та точності методики розрахунку було проведено 

порівняння розрахунків за наведеною інженерною методикою з розрахунками в 

програмі Ліра з використанням об'ємних скінчених елементів. Порівняння показало 

достатню точність запропонованого інженерного методу.  

Третій розділ дисертації присвячений експериментальному дослідженню 

жорсткості та несучої здатності залізобетонних елементів двотаврового перерізу з 

нормальними тріщинами. Штучні нормальні тріщини були створені за допомогою 

пластинок з оргскла, які вставляли в місці розташування тріщини при укладанні 

бетону в опалубку.  

Експериментальні дослідження показали, що залежність «крутний момент-кут 

закручування» є практично лінійною. Суттєві нелінійні деформації з‘являлися на 

останніх етапах навантаження перед руйнуванням. Тому при нормативних 

навантаженнях можна вважати роботу зразків лінійною. 

Картина тріщиноутворення усіх зразків з штучними нормальними тріщинами мала 
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подібний характер. З вершини штучної тріщини з‘являлася похила тріщина, яка 

розповсюджувалась до верхньої полиці балки. В подальшому картина декілька 

етапів навантаження залишалася незмінною. При подальшому навантаженні в 

верхній полиці балки з‘являлася просторова тріщина. При цьому деформації суттєво 

збільшувалися. Після чого наставав момент руйнування балки.  

Аналізуючи експериментальні дані можна констатувати, що наявність 

поздовжньої арматури впливає на міцність і жорсткість балок з нормальними 

тріщинами. Достатньо велику частину зовнішнього крутного моменту сприймають 

нагельні сили в поздовжній арматурі. Різницю між зовнішнім крутним моментом і 

моментом нагельних сил в арматурі сприймає верхня полка двотаврового елементу. 

При відсутності поздовжньої арматури верхня полка може руйнуватись при 

навантаженнях, набагато менших, ніж руйнуюче навантаження балок з 

поздовжньою арматурою.  

Балки без штучних тріщин були випробувані для порівняння з балками з штучними 

нормальними тріщинами. На відміну від балок з штучними нормальними тріщинами 

в цих балках спочатку з‘являлися похилі тріщини в ребрах. Потім ці тріщини 

розповсюджувались в нижню полицю і верхню полицю. У верхній полиці з‘являлася 

просторова тріщина. При цьому деформації різко зростали. Після цього балки 

руйнувалися в результаті втрати несучої здатності верхньої полиці. Руйнуючи 

моменти балок без тріщин були  більшими ніж руйнуючи  моменти балок з 

тріщинами.  

Експериментальні дослідження показали суттєву роль поздовжньої арматури у 

сприйнятті зовнішнього крутного моменту як при деформуванні, так і при 

руйнуванні. З давнього часу вважалося, що  поздовжня арматура практично не 

впливає на несучу здатність і деформативність при крученні залізобетонних 

елементів. Це зв‘язано з фактом, що експериментальні дослідження проводилися 

при крученні без наявності нормальних тріщин. Експериментальні дослідження 

автора, які в тому числі підтвердили теоретичні дослідження, показали, що для 

елементів з нормальними тріщинами цей вплив є суттєвим і повинен бути 
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врахованим. 

У четвертому розділі розглянуто методику розрахунку жорсткості і несучої 

здатності залізобетонних елементів двотаврового перерізу з нормальними 

тріщинами, зроблено порівняння експериментальних даних з теоретичними.  

Розроблено методику визначення нагельних сил в поздовжній арматурі. Крученню 

елемента з нормальною тріщиною чиніть опір зона бетону без тріщин та нагельна 

сила в поздовжній арматурі. В результаті дії крутного моменту один блок зліва від 

тріщини повертається більше блоку з права. На відміну від існуючих робіт, де 

враховувався тільки зсув по горизонтальній осі, тут враховано зсув блоків і по 

вертикалі, і по горизонталі.  

Показано, що величину деформацій від стискання бетону під арматурою від 

нагельної сили краще визначати за емпіричними даними, наведеними в нормативних 

документах. Це пов'язано з фактом, що моделювання навіть за допомогою об'ємних 

скінчених елементів складно, тому що арматура в масиві бетону в реальних умовах 

стискає бетон під своєю поверхнею, а при комп'ютерному моделюванні скінчені 

елементи, розташовані з боку, протилежного напрямку нагельної сили, також чинять 

опір переміщенню.  

У роботі  враховано, що величина нагельної силі залежить від відстані від 

поздовжньої арматури до грані елемента. Виведено систему рівнянь для визначення 

нагельних сил в поздовжній арматурі. Рішення виведеної системи квадратних 

рівнянь дозволяє отримати величини нагельних сил в поздовжній арматурі, що є 

рішенням другої частини загальної задачі визначення жорсткості при крученні. 

Після визначення нагельних сил жорсткість залізобетонного елемента з нормальною 

тріщиною визначити не складно. Наведено формули для визначення цієї жорсткості. 

Для оцінки достовірності розробленої методики в розділі зроблено порівняння 

результатів розрахунку переміщень в нормальній тріщині за розробленою 

методикою з даними експериментальних досліджень. Наведені графіки «крутний 

момент-кут закручування» для експериментальних балок, з даними, отриманими з 

експерименту та теоретично. З цього порівняння можна констатувати, що 
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теоретичні дані задовільно збігаються з експериментальними. Більша різниця між 

експериментальними та теоретичними даними лише на останніх етапах 

навантаження перед руйнуванням. Зважаючи на те, що при проектуванні 

деформативність елементів проектувальника цікавить на етапах дії нормативного 

навантаження, збіг експериментальних і теоретичних даних при нормативних 

навантаженнях набагато більший.  

Таким чином, порівняння експериментальних та теоретичних даних говорить 

про задовільну збіжність результатів, що дає змогу рекомендувати розроблену 

методику у практику проектування. 

У загальних висновках показано яка важлива задача вирішена у дисертації, наведені 

основні результати досліджень, проведених у дисертації. 

У додатках наведені програми для ЕОМ за розробленими методиками розрахунку. 

Програми написані в середовищі Excel з застосуванням Visual basic. 

Результати досліджень впроваджено при проектуванні реальних об'єктів та в 

нормативні документи, на що у додатках є відповідні довідки. 

Ключові слова: крутильна жорсткість, нормальна тріщина, нагельна сила, 

двотавровий переріз, міцність при крученні 
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ABSTRACT 

Orlova O.M. The rigidity of reinforced concrete I-beam elements with normal cracks 

at torsion ‒ Qualifying scientific work on the rights of the manuscript. 

Thesis for the scientific degree of Candidate of Technical Sciences (doctor philosophy) 

according to specialty 05.23.01 – Building design, buildings, and structures. - Pavlo 

Tychyna Uman State Pedagogical University, Uman, 2020. 

Thesis content. The introduction substantiates the relevance of the topic of the thesis, 

the scientific novelty of the results, practical value, information about the implementation 

of the results, the personal contribution of the author, information about the approbation of 

the results; the author's publications on the topic of the dissertation are outlined; the 

general characteristic of work, structure, and volume of the thesis is presented. 

The first part provides an overview of the literature on the methods of calculating 

reinforced concrete elements during torsion. Attention is paid to the consideration of 

existing legislative and author's methods of calculation of reinforced concrete elements 

with spiral and normal torsional cracks. It is established that torsional and bending 

stiffness affect the redistribution of forces in complex systems that are deformed spatially. 

In the works of different researchers it is shown that in the elements of floor systems, there 

are not only bending but also significant torques. The spatial work of floors is  significantly 

affected not only by the bending rigidity but also by the torsional stiffness of their 

elements. 

Existing methods for determining the deformation of reinforced concrete with torsional 

cracks assume the presence of spatial spiral cracks and are unacceptable for elements with 

normal cracks. At the same time, there is a large class of design, in the elements of which 

there are torques, and the element has normal cracks. 

Few works have been devoted to the calculation of deformations during torsion of 

reinforced concrete elements with normal cracks. In these works, the methods of 

calculations of bearing capacity and deformability of reinforced concrete elements of the I-

beam section with normal cracks are not considered. 

Having a literature review as a background, the first section sets the objectives of the 
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study. 

The second part is devoted to the theoretical study of the tension state during torsion 

of I-beam reinforced concrete elements with normal cracks. It is shown that the problem of 

torsional calculation of reinforced concrete elements with normal cracks includes three 

stages. At the first stage, it is necessary to cut longitudinal armature and to define the 

mutual movement of edges of a normal crack. This stage is the most difficult and 

important in the overall calculation. In the second stage, it is necessary to define pin forces 

in the longitudinal armature. The third stage is the determination of torsional rigidity 

determined at the previous stage of pin forces. 

The methods for determining the mutual displacement of the edges of a normal crack are 

considered. When developing a numerical and analytical method for determining the 

mutual movement of the shores of a normal crack, taking into consideration that I-beam 

elements have a relatively small thickness of shelves and cheeks, the assumption of 

calculation in the form of thin plates is accepted. 

To calculate the displacements, the I-beam element is cut into two I-beams. The 

upper brand has the height of the compressed zone of the element. The lower band has a 

height equal to the height of a normal crack. Internal unknown forces act along the lines of 

dissection: running tangential forces and running moments. For these unknown efforts, the 

conditions of common deformations in the city of dissection are considered. A system of 

differential equations for determining unknown forces is obtained. 

The method of rod approximation is also considered. To calculate, the I-beam is 

divided into a finite number of rod elements of rectangular cross-section, which are 

interconnected by transverse rods. 

The rigidity of the longitudinal rods is taken as the rigidity of each element of the 

rectangular cross-section. The rigidity of the transverse rods is selected so that the relative 

torsion angle of such a rod system is equal to the relative torsion angle of the element, 

determined by the exact method of torsion theory. 

The part also presents an engineering method for determining the mutual 

displacement of the edges of a normal crack. In the place of a crack, the rigidity of the 
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section (both bending and torsional) changes sharply. In this case, the element can be 

calculated as a conditional element with a cross-section, the height of which varies 

according to some curve. The approximate hypothesis that the height of the element varies 

according to the law of a straight line is accepted. It varies from the height of the 

compressed zone to the full height of the section. Given the accepted assumption of a 

linear change in height, the I-beam is presented as an element with a stepped height 

variable. Based on this modeling, the mutual displacement of the shores of a normal crack 

is determined. 

To verify the reliability and accuracy of the calculation method, we compared the 

calculations according to the given engineering method with the calculations in the Lear 

program using three-dimensional finite elements. The comparison showed sufficient 

accuracy of the proposed engineering method. 

The third part of the thesis is devoted to the experimental study of the rigidity and 

load-bearing capacity of reinforced concrete elements of the I-beam section with normal 

cracks. Artificial normal cracks were created using Plexiglas plates, which were inserted at 

the location of the crack when laying concrete in the formwork. 

Experimental studies have shown that the dependence of "torque moment –twist – the 

angle of torque" is almost linear. Significant nonlinear deformations appeared in the last 

stages of loading before failure. Therefore at normative loadings, it is possible to consider 

the work of samples linear. 

The pattern of cracking of all samples with artificial normal cracks was similar. An 

inclined crack appeared from the top of the artificial crack and extended to the top shelf of 

the beam. In the future, the picture of several stages of the load remained unchanged. 

During further loading, a spatial crack appeared on the upper shelf of the beam. The 

deformations increased significantly. After that, the moment of destruction of the beam 

came. 

Analyzing the experimental data, it can be stated that the presence of longitudinal 

reinforcement affects the strength and stiffness of the beams with normal cracks. Quite a 

large part of the external torque is perceived by the nail forces in the longitudinal 
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reinforcement. The difference between the external torque and the moment of the pin 

forces in the armature is perceived by the upper shelf of the I-beam element. In the 

absence of longitudinal reinforcement, the upper shelf can collapse at loads much smaller 

than the destructive load of beams with longitudinal reinforcement. 

The beams without artificial cracks were tested for comparison with beams with 

artificial normal cracks. Unlike beams with artificial normal cracks, these beams initially 

had sloping cracks in the arris. These cracks then spread to the lower shelf and the upper 

shelf. A space crack appeared on the top shelf. At the same time deformations sharply 

increased. After that, the beams collapsed as a result of the loss of load-bearing capacity of 

the upper shelf. Destructive moments of beams without cracks 

Experimental studies have shown a significant role of longitudinal reinforcement in 

the perception of external torque in both deformation and fracture. It has long been 

believed that the longitudinal reinforcement has little effect on the load-bearing capacity 

and deformability during torsion of reinforced concrete elements. This is because the 

experimental studies were performed during torsion without the presence of normal 

cracks. The author's experimental studies, which also confirmed the theoretical studies, 

showed that for elements with normal cracks, this effect is significant and should be taken 

into account. 

In the fourth part the technique of calculation of rigidity and bearing capacity of 

reinforced concrete elements of the I-beam section with normal cracks is considered, the 

comparison of experimental data with theoretical is made. 

A method for determining the pin forces in the longitudinal reinforcement has been 

developed. The torsion of the element with a normal crack is resisted by the zone of 

concrete without cracks and the pin force in the longitudinal reinforcement. As a result of 

the torque, one block to the left of the crack returns more than the block on the right. In 

contrast to the existing works, which took into account only the shift along the horizontal 

axis, this takes into account the shift of the blocks both vertically and horizontally. 

It is shown that the amount of deformation from the compression of concrete under the 

reinforcement from the force of the force is better to determine the empirical data provided 
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in the regulations. This is since modeling even with three-dimensional finite elements is 

difficult, because the reinforcement in the concrete array in real conditions compresses the 

concrete under its surface, and in computer simulation finite elements located on the 

opposite side of the pin forces also resist movement. 

The paper takes into account that the magnitude of the braking force depends on the 

distance from the longitudinal reinforcement to the face of the element. A system of 

equations for determining the pin forces in the longitudinal reinforcement is derived. The 

solution of the derived system of quadratic equations allows obtaining the values of the pin 

forces in the longitudinal reinforcement, which is the solution of the second part of the 

general problem of determining the torsional rigidity. After determining the pin forces, the 

stiffness of the reinforced concrete element with a normal crack is not difficult to 

determine. Formulas for determining this rigidity are given. 

To assess the reliability of the developed method, the part compares the results of the 

calculation of displacements in a normal crack according to the developed method with the 

data of experimental studies. Graphs of "torque-twist angle" for experimental beams are 

given, with data obtained from the experiment and theoretically. Due to this comparison, it 

can be stated that the theoretical data coincide satisfactorily with the experimental ones. 

The biggest difference between experimental and theoretical data is only in the last stages 

of loading before failure. Since the design of the deformability of the elements of the 

designer is interested in the stages of the normative load, the coincidence of experimental 

and theoretical data at the normative loads is much greater. 

Thus, the comparison of experimental and theoretical data indicates a satisfactory 

convergence of the results, which allows recommending the developed methodology in the 

practice of design. 

General conclusions show what an important problem is solved in the thesis, the main 

results of the research conducted in the thesis are given. 

The appendices contain computer programs according to the developed calculation 

methods. Programs are created in Excel using Visual basic. 

The research results are implemented in the design of real objects and in legislative 
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documents, for which the appendices contain relevant information. 

Keywords: torsional rigidity, normal crack, pin force, I-beam section, torsional strength 
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ВСТУП 

Актуальність теми. 

Перерозподіл зусиль між окремими елементами складних статично 

невизначених систем залежить від співвідношення їх характеристик жорсткості. 

Згинальні жорсткості залізобетонних елементів з урахуванням утворення тріщин, 

нелінійних властивостей матеріалів вивчені досить широко. У той же час, питанням 

зміни крутильних жорсткостей залізобетонних елементів з тріщинами приділено 

значно менше уваги. Як наслідок, в нормах України та багатьох країн світу 

практично відсутні методи визначення жорсткості та деформативності 

залізобетонних елементів з тріщинами. Існуючі методи розрахунку переміщень 

залізобетонних елементів припускають наявність в елементі просторових 

спіральних тріщин. Однак на великий клас залізобетонних елементів діють крутні 

моменти при наявності в перерізі тільки нормальних тріщин.  

З давніх-давен вважалося, що поздовжня арматура не впливає на міцність 

залізобетонного елемента при крученні. Питанням розрахунку жорсткості та 

міцності при крученні залізобетонних елементів з нормальними тріщинами 

присвячено обмежене число робіт. Це роботи під керівництвом Т.Н. Азізова, в яких 

розглядалися елементи прямокутного, коробчастого і порожнистого трикутного 

перерізу. Однак, великий клас залізобетонних елементів має поперечний переріз у 

вигляді двотавра, що накладає істотний відбиток на їх напружено-деформований 

стан при крученні. Питанням розрахунку міцності і жорсткості залізобетонних 

елементів двотаврового перерізу з нормальними тріщинами не приділено уваги. 

У зв'язку з вищесказаним розроблення методів визначення жорсткості та 

міцності при крученні залізобетонних елементів двотаврового перерізу з 

нормальними  тріщинами, є актуальним завданням будівельної науки. 

Зв’язок роботи з науковими програмами. 

Тема дисертації і отримані результати відповідають актуальному напрямку 

науково-технічної політики України відповідно до Постанови Кабінету Міністрів 

України від 23.05.2011 № 457 «Про затвердження Порядку застосування 
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будівельних норм, розроблених на основі національних технологічних традицій, та 

будівельних норм, гармонізованих з нормативними документами Європейського 

Союзу». 

Мета роботи - розроблення методики розрахунку жорсткості та несучої 

здатності при крученні залізобетонних елементів двотаврового перерізу з 

нормальними тріщинами. 

Для досягнення мети були проведені теоретичні дослідження із застосуванням 

методів будівельної механіки, програмних комплексів, що використовують метод 

скінчених елементів, а також був проведений експеримент на зразках 

залізобетонних двотаврових балок з штучними нормальними тріщинами. 

Завдання дослідження. 

1. Розробити чисельно-аналітичну методику визначення взаємного зсуву 

берегів нормальної тріщини в елементах двотаврового перерізу. 

2. Провести експериментальні дослідження деформативності та міцності 

залізобетонних елементів двотаврового перетину з нормальними тріщинами при дії 

на них крутних моментів.  

3. Розробити методику визначення нагельних сил в арматурі, що враховує 

наявність складових нагельних сил в напрямку двох координатних осей, близьке 

розташування арматури до грані елемента, а також наявність декількох стрижнів 

поздовжньої арматури. При цьому скорегувати формули, в яких використані 

одиничні сили при визначенні переміщень поздовжньої арматури. 

4. Розробити комп'ютерні програми для автоматизованого визначення 

переміщень в тріщині, жорсткості при крученні залізобетонних елементів 

двотаврового перерізу з нормальними тріщинами. 

5. Провести порівняння розробленої методики з експериментальними даними 

з метою перевірки її достовірності. 

Об'єкт дослідження – робота при крученні залізобетонних елементів 

двотаврового перерізу з нормальними тріщинами. 
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Предмет дослідження - напружено-деформований стан, деформативність і 

несуча здатність при крученні залізобетонних елементів двотаврового перерізу з 

нормальними тріщинами. 

Методи дослідження - методи будівельної механіки (при розробці чисельно-

аналітичної методики визначення переміщень берегів нормальної тріщини та 

визначення нагельних сил в поздовжній арматурі); комп'ютерні програми Mathcad,  

Pascal i Excel з використанням Visual Basic для аналізу напружено-деформованого 

стану та міцності розглянутих елементів за розробленими методиками; 

експериментальні дослідження на зразках залізобетонних двотаврових балок з 

нормальними тріщинами. 

Наукова новизна роботи: 

- вперше експериментально отримані залежності «крутний момент-кут 

закручування» для залізобетонних елементів двотаврового перерізу з штучними 

нормальними тріщинами; 

- дістала подальшого розвитку чисельно-аналітична методика визначення 

переміщень берегів нормальної тріщини шляхом поділення на два стрижні, де 

врахована форма поперечного перерізу та моменти у стінці двотавру; 

- удосконалено методику визначення нагельних сил в поздовжній арматурі 

при крученні залізобетонного елемента з нормальними тріщинами, що відрізняється 

від існуючої врахуванням двох складових нагельних сил, кількості поздовжньої 

арматури та її розташування у поперечному перерізі; 

- удосконалено методику визначення жорсткості та міцності при крученні 

залізобетонних елементів з нормальними тріщинами, що відрізняється врахуванням 

форми поперечного перерізу елемента; 

- експериментальним шляхом отримані дані, які на відміну від існуючих 

показують, що поздовжня арматура впливає на жорсткість і міцність при крученні 

залізобетонних елементів двотаврового перерізу при наявності нормальних тріщин, 

що достатньо велику частину зовнішнього крутного моменту сприймають нагельні 

сили в поздовжній арматурі; 
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Практичне значення отриманих результатів роботи: 

- розроблені та впроваджені методики розрахунку міцності і деформативності, 

що дозволяють визначати напружено-деформований стан і несучу здатність при 

проектуванні залізобетонних елементів двотаврового перерізу за наявності в них 

нормальних тріщин, з урахуванням кількості поздовжньої арматури і її 

розташування в поперечному перерізі, що впливає на їх напружено-деформований 

стан; 

- експериментально підтверджений факт впливу жорсткості верхньої полиці 

та діаметру і кількості поздовжньої арматури на загальну жорсткість при крученні 

залізобетонних елементів двотаврового перерізу з нормальними тріщинами, що 

дозволяє більш точно і надійно проектувати елементі перекриттів, мостів та інших 

просторово деформуючихся систем; 

Отримані теоретичні та експериментальні результати розвивають методи 

розрахунку залізобетонних конструкцій, забезпечують вирішення актуальних 

прикладних задач, а також економічні та надійні проектно-конструкторські рішення 

залізобетонних балок, ригелів двотаврового поперечного перерізу. При цьому 

можлива об'єктивна оцінка напружено-деформованого стану, міцності і 

деформативності конструктивних елементів, які проектуються на стадії нового 

будівництва, а також експлуатуються тривалий час і вимагають обстеження і 

підсилення. 

Результати дисертації використані: 

- державним підприємством «Державний науково-дослідний інститут 

будівельних конструкцій»(ДП НДIБК) для використання при розробці змін до 

національних будівельних норм України ДБН  В.2.6-98: «Бетонні та залізобетонні 

конструкції. Основні положення» та ДСТУ  Б В.2.6-156:2010 «Бетонні та 

залізобетонні конструкції з важкого бетону» в частині вимог до розрахунку  

конструкцій будинків і споруд, з урахуванням використання в монолітному 

будівництві перекриттів ефективних вставок, м. Київ. 
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- науково-виробничим підприємством «Будівельна наука» Академії 

будівництва України при технічному обстеженні будівлі головного корпусу 

виробництва двоокису титану ОЦДТ ПАТ «Сумихімпром», м. Суми; 

Особистий внесок здобувача полягає у плануванні, проведенні та аналізі  

експериментальних досліджень роботи залізобетонних елементів двотаврового 

перерізу з нормальними тріщинами при крученні.  Всі основні наукові положення, 

результати, висновки, рекомендації отримані здобувачем самостійно. Окремі 

положення досліджень виконані у співавторстві, відображено в списку наукових 

публікацій. 

Достовірність даних, отриманих на основі запропонованої методики 

визначення несучої здатності і деформативності при крученні залізобетонних 

елементів двотаврового перерізу з но рмальними тріщинами, підтверджується 

задовільним збігом з результатами фізичного експерименту. 

Апробація роботи. 

Основні положення і результати дисертації доповідалися на наступних 

конференціях: міжнародній науково-технічній конференції «Науково-технічні 

проблеми сучасного залізобетону». М. Полтава, 2017 р.; International Scientific 

Practical Conference «Technology and progress», May 30, 2017, Philadelphia, USA 

(заочно); на XIV міжнародній науково-практичній конференції «Сучасні 

інформаційні технології та інноваційні методики навчання в підготовці фахівців: 

методологія, теорія, досвід, проблеми», м. Київ-Вінниця, 15-17 травня 2018 р.; на 

XIII міжнародній конференції «Сталезалізобетонні конструкції: дослідження, 

проектування, будівництво, експлуатація», м. Полтава, 24-25 жовтня 2018 р.: на 

дев1ятій міжнародній конференції «Ресурсоекономні матеріали, конструкції, будівлі 

та споруди» , м. Рівне, 16-19 жовтня 2018 р.; на VI міжнародній науково-практичній 

конференції «Актуальні проблеми інженерної механіки» 20-24 травня 2019 р., м. 

Одеса; на IV міжнародній науково-практичній інтернет - конференції молодих 

учених та студентів «Інновації у будівництві», м. Луцьк, 14 травня 2019 р.; на VIII 

міжнародній науково-технічній конференції «Проблеми надійності та довговічності 
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інженерних споруд на залізничному транспорті», м. Харків, 20-22 листопада 2019 р.; 

на наукових конференціях Уманського державного педагогічного університету 

2016-2019 рр.  

В повному обсязі результати роботи були представлені та обговорені на 

розширеному засіданні кафедри техніко-технологічних дисциплін, охорони праці та 

безпеки життєдіяльності Уманського державного педагогічного університету імені 

Павла Тичини (18.06.2020 р.); на розширеному засіданні відділу надійності 

будівельних конструкцій ДП НДІБК, м Київ (27.06. 2020 р).. 

6. Публікації. Основні положення дисертації і результати досліджень були 

опубліковані в 12 роботах, в тому числі 7 статей у  збірниках, які є фаховими 

виданнями, 2 статті у виданні, що індексується базою Scopus, 2 статті в закордонних 

виданнях, 1стаття у інших виданні України. 

Обсяг і структура роботи. Дисертація складається зі вступу, чотирьох 

розділів, загальних висновків, списку використаних джерел з 281 найменувань. 

Дисертація викладена на 188 сторінках, які включають 145 сторінок основного 

тексту, в тому числі 77 малюнків, 8 таблиць; 31 сторінка списку використаних 

джерел із 281 найменувань, 12 сторінок додатків. 
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РОЗДІЛ 1. АНАЛІЗ ТЕОРЕТИЧНИХ І ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ 

ДОСЛІДЖЕНЬ ЗА ТЕМОЮ 

1.1. Вплив параметрів жорсткості на просторову роботу статично 

невизначених систем 

Відомо, що врахування просторової роботи багаторазово статично 

невизначених систем (перекриття, мости, каркаси будівель, тощо) дозволяє істотно 

уточнити зусилля, що виникають в окремих елементах складної системи. Відомо 

також, що перерозподіл зусиль між окремими елементами статично невизначених 

систем залежить від співвідношення згинальних і крутильних жорсткостей цих 

елементів. У той же час в залізобетонних статично невизначених системах на 

згинальні і крутильні жорсткості істотно впливають різні тріщини (нормальні, 

похилі, просторові, тріщини відриву та ін.), які утворюються вже на достатньо не 

високих рівнях навантаження. 

Розрахунку перекриттів та інших статично невизначених систем з 

урахуванням просторової роботи, впливу різних характеристик жорсткості на 

перерозподіл зусиль в системах, що деформуються просторово, присвячено чимало 

робіт. Серед них можна відзначити роботи Азізова Т.Н., Айвазова Р.Л., Арзуманяна 

К.М., Бабича Є.М., Байкова В.М., Барашикова А.Я., Бедова А.І., Верещаги О.І., 

Горнова В.Н., Додонова М.І., Карабанова Б.В., Крамаря В.Г., Краснощекова В.Л., 

Левіна С.Е., Савченка О.С., Семка О.В., Семченкова О.С., Трифонова І.А. Шагіна 

О.Л., Lubel L. [4, 11, 13, 15, 21, 22, 24, 25, 29-32, 37, 38, 53, 62, 63, 67, 94-97, 127-129, 

134, 146, 178-184, 201, 218, 268]. 

У залізобетонних згинальних конструкціях на досить ранніх ступенях 

навантаження утворюються тріщини в розтягнутих від згину зонах. При цьому 

проектувальниками на сьогоднішній день враховується зміна згинальної жорсткості 

елементів в результаті утворення нормальних тріщин. Але зміна крутильних 

жорсткостей залізобетонних елементів в результаті утворення тріщин при 

проектуванні як правило не враховується. Крутіння в залізобетонних конструкціях 

виникає, найчастіше, в силу просторової роботи статично невизначених систем. 
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Будь-яке локальне завантаження плити в збірному перекритті призводить до 

виникнення крутних моментів, що при традиційному проектуванні не враховується. 

Зміна характеристик жорсткості в результаті утворення тріщин враховується 

при проектуванні з використанням відомих програмних комплексів типу Ліра, 

Мономах та ін. [57, 64, 118]. Проте ні в одній з цих програм не враховується зміна 

крутильних жорсткостей елементів, хоча в зазначених вище роботах авторів фактор 

впливу крутильних жорсткостей на перерозподіл зусиль в просторово деформуючих 

системах доведений багаторазово. Зміну крутильних жорсткостей можливо 

враховувати при застосуванні чисельних методів методу скінчених елементів [65, 

83, 114, 117, 229, 242, 161], але при розрахунку складної багаторазово статично 

невизначеної системи (наприклад, каркас будівлі, перекриття, мостову споруду і т 

ін.) моделювати кожний елемент системи (колона, балка, плита) об‘ємними 

скінченими елементами досить трудомістко і важко. Нехтування врахуванням зміни 

крутильних жорсткостей при утворення тріщин пов'язано в першу чергу з малою 

вивченістю питання зміни крутильних жорсткостей залізобетонних елементів при 

утворенні тріщин. Особливо це стосується зміни крутильних жорсткостей в 

результаті утворення нормальних тріщин. 

При дії локальних навантажень на перекриття чи мостову споруду обов‘язково 

з‘являються крім згинальних, ще й крутні моменти [11, 67, 69, 70, 78, 88, 107-111, 

128, 129, 140, 159, 166, 207]. Найбільш прогресивний напрямок просторового 

розрахунку плитно-балкових конструкцій ґрунтується на методах, в яких 

розрахункова схема приймається з найменшим спотворенням розрахункової 

конструкції. Цим вимогам відповідають роботи Т.Н. Азізова, А.І. Лантуха-Лященка, 

Б.Є. Улицького, [11, 13, 131-133, 139, 204-206]. 

Б.В. Карабанов [94-97] зазначав відсутність зручної методики розрахунку 

спільної роботи збірних залізобетонних елементів на нерівномірне навантаження. 

Пов'язані з цим безпосередні розрахунки на кручення плит викликають у інженерів-

проектувальників певні труднощі через відсутність методик для ручного рахунку. 

Він оцінив взаємодію згинальних і крутних жорсткостей плит у спільній їх роботі. 
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Їм було встановлено, що до рівня навантаження, відповідного виключення з роботи 

розтягнутого бетону, зміна жорсткостей на згин і крутіння відбувається однаково, 

але при подальшому зростанні крутного впливу, крутильна жорсткість зменшується 

швидше, ніж згинальна за нелінійною залежністю. Знаючи жорсткості при згині і 

крученні плит, з умови спільності вертикальних прогинів уздовж стиків плит, автор 

пропонував отримати розподіл зусиль в елементах з урахуванням їх просторової 

роботи. 

Р.Л. Айвазов [21, 22] в дослідженнях впливу жорсткості, на просторову роботу 

перекриттів, опертих по контуру, вказав, що ступінь спільної роботи плит залежить 

від співвідношення згинальної і крутної жорсткості. Вирішальне значення у 

визначенні інтенсивності роботи конструкції за двома напрямками в плані має 

відношення цих жорсткостей для крайніх панелей перекриття. 

Добре відомий метод, розроблений Б.Є. Улицьким [170, 204-206] з розрахунку 

залізобетонних прогонових будов мостів з урахуванням просторової роботи. Його 

сутність полягає в членуванні конструкції на окремі елементи з подальшим 

розглядом роботи кожного з них і складанням умов спільності деформацій. За 

даною методикою розрахунку Л.Д. Проскуряков [169]  розвинув підхід 

проектування ребристих плит, який ґрунтується на заміні диска перекриття 

дискретною стрижневою системою. Суть його полягає в тому, що пролітну систему 

з великою кількістю головних балок можна розглядати як залізобетонну пластинку 

на пружній основі, роль якої виконують головні балки. При цьому, недоліком цього 

методу є те, що він не враховує роботу конструкції як єдиної системи.  

Подальшого розвитку методика "пружних опор" була в роботах П.Л. 

Пастернака, І.А. Трифонова [164, 201, 202] та інших вчених [240]. Удосконалення 

методики Б.Є. Улицького [94-97, 204-207] знайшли відображення в роботах  Т.Н. 

Азізова [11, 13], О.С. Савченка [178]. П.Ф. Дроздов [69, 70] на відміну методів Б.Є. 

Улицького та О.С. Семченкова [180-184] вивів систему диференціальних рівнянь 

для визначення невідомих зусиль, діючих між елементами перекриття. Але 

методика П.Ф. Дроздова може бути застосована тільки для перекриттів зі збірними 
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плитами. Подальшим розвитком цієї методики є методика Т.Н. Азізова [11, 13], де 

враховані усі складові зусиль між елементами просторово деформуючихся систем. 

На ґрунті теоретичних і практичних досліджень просторової роботи конструкцій 

[11] він розробив загальний метод розрахунку збірних і монолітних, суцільних і 

ребристих перекриттів з урахуванням різних схем спирання та завантаження, 

утворення різних тріщин, осідання опор та інших факторів. Надалі його учні 

Вільданова Н.Р., Мельник О.В., Мельник О.С., Срібняк Н.М. [55, 149, 150, 194], 

провели роботу з удосконалення запропонованої методики розрахунку. Вона 

спрямована на уточнення жорсткості на кручення в разі утворення тріщин в 

елементах перекриттів. 

Розроблена Т.Н. Азізовим [11] методика розрахунку перекриттів ґрунтується 

на стрижневий апроксимації. У порівнянні з вищезгаданими роботами Л.Д. 

Проскурякова в роботах [11, 13] запропоновані прості залежності для визначення 

крутильних жорсткостей стрижнів, які апроксимують роботу перекриттів. Переваги 

цієї методики полягають в тому, що в стрижневих елементах досить просто 

враховувати зміну їх згинальних і крутильних жорсткостей в результаті утворення 

тріщин. 

У діючих нормах України [44, 61, 66] добре освітлені питання розрахунку 

жорсткості та міцності елементів з урахуванням тріщиноутворення і нелінійних 

властивостей бетону, але для випадку зігнутих елементів. Жорсткості при крученні в 

нормах України взагалі не приділено уваги. У зв'язку з цим дослідження питання 

зміни жорсткості при крученні елементів в результаті утворення тріщин і включення 

цих теоретичних даних в методики розрахунку конструкцій з урахуванням їх 

просторової роботи, є важливим завданням при вдосконаленні методик розрахунку 

конструкцій. 
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1.2. Експериментальні та теоретичні дослідження залізобетонних елементів при 
крученні 

Вище було показано, що крутильна жорсткість елементів впливає на 

перерозподіл зусиль в системах, що деформуються просторово. Слід зазначити, що, 

незважаючи на величезну важливість як згинальної, так і крутильної жорсткостей 

елементів на перерозподіл зусиль у статично невизначених системах, дослідження 

згинальних жорсткостей присвячено дуже велика кількість теоретичних і 

експериментальних робіт, а дослідженню жорсткості при крученні - дуже обмежена 

їх кількість. Це пов'язано в першу чергу з дуже складним напруженим станом 

елементів конструкцій взагалі при дії на них крутних моментів. 

Для оцінки крутильної жорсткості ребристих плит і перевірки розрахункових 

способів її визначення Ю.В. Краснощековим [129] були випробувані дві збірні 

залізобетонні плити серії 1.442.1-1 з метою встановлення впливу на роботу плит 

різних з'єднань їх з опорними конструкціями. Навантаження створювали штучними 

вантажами масою по 100 кг, розподіленими вздовж поздовжніх ребер в середній 

частині прольоту на довжині L/2. Кручення плит викликало поперечне 

навантаження, яке не симетрично прикладене щодо поздовжньої осі. Плити 

завантажувалися чотирма ступенями до нормативного значення згинального 

моменту на ребрах. Погонні навантаження на ребрах створювали розподілений 

крутний момент. В результаті обробки дослідних даних отримали кути 

закручування θ перетинів плит по середині прольоту щодо опорних перетинів. 

Для порівняння за методикою В.М. Байкова [32] визначили кути закручування 

експериментальних плит. Залежність для крутних моментів: 

2

x
2

tx
x

d
GJt





 (0.1) 

де tt BGJ  - жорсткість при чистому крученні в пружній стадії, що визначається за 

формулою: 
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id - середня товщина i-ї ділянки полки або ребра; ic - довжина i-ї ділянки; ik - ухил 

ділянки товщиною 21 d...d : ii1i2i c/)dd(k  ; для прямокутних ділянок перетину 

ik 0; ii dd  ; G - модуль зсуву. 

Дані для кута закручування ребристих плит, отримані в ході експерименту 

виявилися значно менше даних, обчислених за методикою [31]. Велику розбіжність 

автор пояснює тим, що крутильна жорсткість відповідає вільному крученню 

елементів, поперечні перерізи яких мають дві осі симетрії, наприклад, таких, як 

багатопустотні плити. При вільному крученні стрижнів не круглого профілю 

гіпотеза плоских перетинів неправомочна, оскільки після деформацій поперечні 

перерізи не залишаються плоскими і піддаються депланації. При наявності різних 

в'язів, які перешкоджають вільній депланації окремих перетинів, крутіння стає 

затисненим (згинальним). 

В роботі [129] показано, що затиснення підвищує крутильну жорсткість 

стрижня. З суцільним або замкнутим перетинами цей фактор незначний. З 

відкритим перетином – цей фактор відіграє суттєву роль. Нехтування стисненням 

при оцінці напружено-деформованого стану може привести до невірних якісних і 

кількісних результатів. Однак, закони незатисненого (чистого) крутіння все одно 

мають найважливішу роль у визначенні напружено-деформованого стану елементів. 

Так, в роботі [26] наведено виведення точних формул про жорсткість при крученні 

елементів різного складного перерізу, в тому числі двотаврового. Стиснення при 

крученні можна врахувати коефіцієнтом затиснення, як це зроблено в роботі [227, 

228], при цьому використовуючи основні формули чистого кручення за [26].  

В роботі О.М. Маміна [146] було випробувано два натурних фрагмента, що 

складаються з двох ділянок перекриттів, повністю зібраних з пустотних плит, при дії 

зусиль, що виникають в перекриттях як в горизонтальних діафрагмах і як в'язях 

крутіння. В результаті було встановлено пружний характер деформування 
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(скручування) ділянок в експлуатаційній стадії. Жорсткість на кручення ділянки 

запропоновано було визначити за формулою пружного крутіння. 

Більшість експериментальних і теоретичних робіт присвячені дослідженню 

міцності та тріщиностійкості при крученні та згині з крученням залізобетонних 

елементів з тріщинами [51, 60, 71, 81, 82, 86, 87, 89, 92, 104-106, 115, 130, 135-138, 

144, 147, 148, 154, 156, 160, 177, 206, 208, 222, 223-225, 245]. Однак і при цьому не 

приділено увагу до ролі нагельного ефекті в поздовжній арматурі при дію крутного 

моменту. Поздовжня арматура розраховується на розтягнення при сприйнятті 

моменту в просторовій тріщині. Така постановка питання і при розрахунку міцності 

при крученні залізобетонних елементів, яка представлена у нормах України [44] та 

старих норм СРСР.  Це не є правильним підходом, бо в роботах [55, 149, 150, 194] 

експериментально доведено суттєвий вплив нагельного ефекту при сприйнятті 

крутного моменту в залізобетонних елементах різного перерізу. 

Міцність залізобетонних елементів таврового, двотаврового, порожнистого та 

кільцевого перерізу при крученні розглядалася в роботах Зубкова В.А. [90], Касаєва 

Д.Х. [106],  Рулле Л.К. [177], Чистової Т.П. [216, 217], Ягодина В.К. [225], 

Ячменевої Н.Н. [230], Kaminski M. [264], Shaumugam S. [276]. Однак вплив 

нагельної сили коректно не висвітлено. Питання жорсткості та міцності 

залізобетонних елементів з нормальними тріщинами в цих роботах також не 

розглядались. 

Дослідження І.М. Ляліна [144], Н.С. Михайлова [153] В.Г Мурашкина [156], 

Е.Х. Назіха [160], В.І. Попова [167], Р.А. Складневої [186], Ю.В. Чиненкова [214],  

T. Hsu [260, 261], E. Kemp [265] ті ін. [214-216, 263, 266, 267, 273-275, 278, 281] 

присвячені вивченню напружено-деформованого стану та тріщиностійкості 

залізобетонних елементів при крученні та згині з крученням.  

Ярин Л.І. [229] розробив методику розрахунку залізобетонних конструкцій 

змінної жорсткості в результаті утворення в них тріщин. В роботі [54], 

досліджувалася несуча здатність і деформативність залізобетонних балок 

прямокутного порожнистого перерізу при згині з крученням з виділенням 
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периферійної активно деформованої зони. Автор відзначив, що деформативність 

суцільних і порожнистих залізобетонних елементів різниться за рахунок впливу 

частини бетону поперечного перерізу без тріщин. 

Великій об‘єм теоретичних та експериментальних робіт з вивчення міцності, 

деформативності і тріщиностійкості залізобетонних стрижнів при згині з крученням 

виконано Є.Г. Єлагіним [73-77]. Зокрема, розроблений метод розрахунку 

деформацій арматури і бетону, кутів закручування, а також ширини розкриття 

тріщин залізобетонних стрижнів суцільного і порожнистого прямокутного і 

двотаврового перерізів з ненапруженою і напруженою арматурою в залежності від 

послідовності прикладення крутного і згинального моментів, тривалості дії 

навантаження і з урахуванням різноманіття чинників, властивих залізобетону з 

тріщинами в умовах його об'ємного деформування. Однак питання впливу саме 

нормальних тріщин, а також нагельних сил в поздовжній арматурі на кути 

закручування в цих роботах також не розглядалося. 

У зазначених вище роботах крім питань міцності розглядаються питання 

утворення тріщин, їх кутів нахилу до граней елемента, вивчаються різні форми 

поперечних перерізів, різне співвідношення згинального і крутного моментів, вплив 

міцності бетону і арматури, кроку хомутів, попереднього напруження на міцність 

залізобетонних елементів при згині з крутінням, досліджувалися конструкції з 

легкого бетону [40], залізобетонні елементи, на які діє не тільки крутний момент, а й 

стискаюча сила [79, 93], елементи при косому згині з крученням [130], попередньо 

напружені та підсилені різними способами елементи [104, 156, 186, 241, 244, 247-

249, 255, 258, 272]. Однак, ні в одній з цих робіт не розглядалися питання жорсткості 

і міцності при крученні залізобетонних елементів при наявності в них нормальних 

тріщин. В цих роботах наводяться експериментальні дослідження залізобетонних 

балок, їх деформації при випробуваннях. Однак питання розрахунку 

деформативності та жорсткості на також не розглядалося. 

Як наслідок такого недоліку досліджень в діючих нормах України [66], в старих 

нормах СРСР [36, 45, 52, 58, 80, 168, 171], в нормах ЄКБ та в нормах інших країн 
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[56, 72, 188, 189, 193, 231, 232, 233, 235, 243, 246, 253, 254, 277], в різних книгах та 

навчальних посібниках вчених, в тому числі відомих [61, 84, 155, 256, 263, 269] 

також наведені формули для розрахунку міцності залізобетонних елементів, на які 

діють згинальні і крутні моменти, проте немає рекомендацій і вимог щодо 

визначення деформативности при крученні елементів з нормальними тріщинами, 

хоча питанням визначення параметрів, необхідних для визначення згинальної 

жорсткості приділено достатньо серйозну увагу. 

Питанням визначення деформацій і переміщень стрижневих елементів з 

тріщинами при крученні і згині з крутінням присвячені роботи школи Карпенка М.І. 

[98-103]. Розрахунок деформацій прямокутних стержнів при спільній дії згинальних 

і крутних моментів і поздовжньої сили відповідно до теорії М.І. Карпенка 

передбачає наявність просторової спіральної тріщини кручення. Однак, при кутах 

нахилу тріщин, рівних нулю, формули М.І. Карпенка втрачають сенс. Це означає, 

що в разі нормальних тріщин розрахунок жорсткості на кручення з теорії М.І. 

Карпенка навряд чи може бути прийнятним. 

Відомо, що в залізобетонних елементах при відносно невеликих крутних 

моментах просторові тріщини кручення не виникають. Наприклад, в ребристих 

плитах перекриття в момент, коли нормальні тріщини розкриті досить широко, 

просторові тріщини кручення відсутні. Але при цьому в цих елементах вже діють не 

тільки згинальні, але і крутний момент, що накладає відповідний відбиток на 

напружено-деформований стан. 

Відомі експериментальні дослідження [96, 182] в яких показано, що жорсткість 

ребер збірних плит на кручення змінюється при утворенні тріщин, хоча у віддалених 

від опор ділянках взагалі не виникають просторові тріщини кручення. Існуючі 

методики визначення жорсткості на кручення, як було показано вище, стосуються 

тільки залізобетонних елементів з просторовими (спіральними) тріщинами. 

У серії робіт Т.Н. Азізова [2-4, 6-10, 236-239, 279-281] вперше була 

запропонована, а потім вдосконалена методика визначення жорсткості при крученні 

залізобетонних елементів з нормальними тріщинами. При цьому розглядався 
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залізобетонний елемент з нормальними тріщинами прямокутного, коробчастого, 

порожнистого трикутного перетину. На рис. 1.1 для прикладу показана схема 

елемента прямокутного перерізу. 

 

 

 

Рис. 1.1. Схема залізобетонного елемента з нормальною тріщиною 

 

Для визначення деформацій кручення елемента з нормальною тріщиною 

спочатку визначається нагельна сила Q в арматурному стержні, що виникає 

внаслідок опору арматури взаємному повороту двох суміжних блоків, 

відокремлених нормальною тріщиною. Завдання вирішується методом сил. У 

перерізі з тріщиною арматуру подумки розтинають і розглядають переміщення 

одного блоку (відокремленого тріщиною) щодо іншого. 

Переміщення складаються з переміщень змінання бетону під арматурним стрижнем, 

зсуву арматурного стержня, крутіння блоку зовнішнім моментом і крутіння блоку 

невідомою нагельною силою Q. З умови рівності переміщень точки С (на 1.1) зліва і 

праворуч від розрізу визначається невідома нагельна сила Q. 

Як стверджується в роботах [236-239], для визначення жорсткості та міцності 

при крученні залізобетонного елемента з нормальними тріщинами слід вирішити 

три завдання: 

Перше завдання полягає у визначенні взаємного зміщення берегів нормальної 

тріщини з умовно відсіченою арматурою. Найбільш складною є саме ця частина 

загального рішення; друге завдання - визначення нагельних сил в поздовжній 
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арматурі. Ці сили визначаються з умови спільності деформацій в місці умовного 

розсічення арматури; третє завдання, ґрунтується на тому, що вже визначені 

нагельні сили в арматурі і частка крутного моменту, яка сприймається зоною 

елемента без тріщин.  

По суті це і є визначенням жорсткості і міцності елемента. Для коректного 

критичного аналізу розглянемо окремо всі три завдання, які описані в наявній 

літературі. 

Перша задача.  

Найбільш точним вважається, що переміщення краще визначати безпосереднім 

моделюванням об'ємними скінченими елементами. Недоліком такого підходу є те, 

що при кожному розрахунку створювати моделі з об'ємних скінчених елементів 

досить громіздко і займає багато часу. 

В [11] величини переміщень отримані на основі чисельного аналізу за МСЕ з 

моделюванням блоків відокремлених тріщинами, пластинами. З огляду на відносно 

невелику кількість варіантів розрахунку з різними співвідношеннями h/l і b/l (рис. 

1.2) величини переміщень [11] пропонується задавати в табличному вигляді. 

 
Рис. 1.2. Розрахункова схема у вигляді пластини для визначення  переміщення від 

кручення блоку, відокремленому тріщиною 

 

В [11] наведені графіки для переміщень і апроксимаційні формули, отримані з 

чисельних розрахунків, для блоків (відокремлених нормальними тріщинами) з 
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різним співвідношенням висоти блоку до його довжини: 

для дії одиничного моменту (рис. 1.2, а): 

 

 

 

для дії одиничної зосередженої сили (рис. 1.2, б): 
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Формули (1.3) та (1.4) отримані з розрахунку різних варіантів тонких плит. Однак 

блок балки, відокремлений тріщинами, не може вважатися тонкої пластиною, тому 

що його товщина для переважної більшості балок порівнянна з висотою і шириною 

пластини. Теорія ж тонких плит, як відомо [23, 39, 197, 198], справедлива при 

відносному розмірі до товщини плити a/t>8. Для коректного використання такого 

підходу слід було б отримати аналогічні формули або табличні дані з чисельного 

аналізу за МСЕ для товстих плит, що представляє певні труднощі, тому що відомо, 

що існуючі програмні комплекси [57, 64, 118] не дозволяють розраховувати товсті 

пластини. 

Цікавою можливістю визначення переміщення від крутіння блоку, 

відокремленого нормальною тріщиною, є використання методики [10], де 

розглядається залізобетонний елемент з нормальними тріщинами, на який діє 

крутний момент (див. рис. 1.1). З блоку В на блок А крутний момент передається 

через площадку шириною b і висотою x, що дорівнює висоті стиснутої зони в 

нормальному перетині. З огляду на те, що крутний момент прикладений тільки до 

частини поперечного перерізу, а довжина блоку l порівнянна з розмірами перетину b 

і h, принцип Сен-Венана [185, 197] не може бути застосований. Крутильні 

деформації такого блоку не можна вважати еквівалентними деформаціям блоку, 

дотичні напруження в якому розподілені по всьому поперечному перерізу. 

Для розрахунку в роботі [10] застосований метод лінійних скінчених елементів 

[11]. Розглядається один блок, відокремлений нормальними тріщинами. Цей блок 
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розтинають паралельними площинами в площині XOY на два стрижневих елемента 

(рис. 1.3). 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

Рис. 1.3. Розрахункова схема за [10] 

По площині розсічення діють невідомі погонні дотичні η і вертикальні S сили 

(див. рис. 1.3). За допомогою прирівнювання переміщення верхнього і нижнього 

стрижнів по площині розтину в [10] отримана система диференціальних рівнянь для 

визначення невідомих внутрішніх зусиль T (x) і QS (x), де T(x)=∫η(x)dx; 

Qs(x)=∫S(x)dx. 

Після визначення невідомих T (x) і QS (x) деформації стрижнів визначається як 

деформації від дії зовнішнього навантаження, що діє безпосередньо на стрижень, і 

визначених з вирішення задачи функцій T (x) і QS (x). 

Потім можна визначити нагельну силу Q в арматурному стержні, а далі 

визначити кут повороту θ від дії зовнішнього моменту і нагельної сили Q (тобто 

з'являється можливість вирішення другої і третьої залач). 

Пізніші роботи Т.Н. Азізова і його учнів [17-20, 236-239, 280, 281] були спрямовані 

на вдосконалення методики розрахунку. Зокрема, в роботах [18, 150] розроблена 

методика визначення жорсткості при крученні залізобетонних елементів полого 
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трикутного перетину. У роботах [149] запропонована методика визначення 

жорсткості елементів коробчастого перетину. Запропонована стрижнева 

апроксимація при розрахунку елементів прямокутного перерізу на кручення. При 

цьому переміщення берегів нормальної тріщини визначалися наближеними 

способами. 

У роботах [4, 9] запропонована методика визначення деформацій елемента, 

крутний момент на торці якого діє тільки на частині поперечного перерізу (див. рис. 

1.1) за допомогою рішення задачи М.М. Філоненка-Бородича [209-211]. Переваги 

цього методу є в точності отримання рішення, але недоліком є його складність і 

неможливість визначення переміщень при зміні деформаційних характеристик 

різних точок поперечного перерізу при нелінійних розрахунках. 

У роботах [1, 5, 280] було запропоновано також використовувати 

апроксимаційні залежності для визначення взаємного переміщення берегів 

нормальної тріщини з умовно відсіченою поздовжньою арматурою. Суть пропозиції 

полягає в тому, що елемент з нормальними тріщинами моделюється в програмному 

комплексі (Ліра, Ansys та ін.) з використанням об'ємних скінчених елементів. Як 

приклад на рис. 1.4 показана схема такого елемента прямокутного перерізу. 
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Рис. 1.4. Моделювання об`ємними скінченими елементами 

 

В [238] припущено, що взаємне переміщення берегів тріщини буде чіткою 

функцією від висоти стиснутої зони, висоти і ширини перерізу балки і відстані між 

тріщинами. Розглянута залежність переміщень в балці прямокутного перетину від 

двох параметрів - ширини b і висоти h перетину при фіксованому значенні відстані 

між тріщинами і висоти стиснутої від згину зони. 

Переваги запропонованого вище методу визначення жорсткості при крученні за 

допомогою створення бази апроксимаційних даних полягає ще й в тому, що він 

дозволяє враховувати нелінійні властивості бетону. З огляду на те, що розрахунок з 

урахуванням нелінійних властивостей матеріалів ведеться за допомогою ітерацій, то 

на кожному кроці ітерацій слід приймати нові деформаційні характеристики. В 

основі ж даних взаємне переміщення берегів нормальної тріщини є функцією 

геометричних параметрів і висоти стиснутої від згину зони (висоти нормальної 
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тріщини). 

Створення бібліотеки апроксимаційних функцій дозволило б істотно спростити 

вирішення багатьох завдань визначення характеристик жорсткості параметрів 

залізобетонних елементів з тріщинами, які можуть увійти як окремий блок в існуючі 

програмні комплекси. 

Для більш складних перетинів кількість варійованих параметрів буде більше. 

Так, наприклад, коли висота стиснутої зони знаходиться в межах ребра 

залізобетонного елемента двотаврового перетину, переміщення берегів тріщини 

(кута взаємного повороту двох блоків, відокремлених нормальною тріщиною) буде 

функцією семи змінних: ширини верхньої полиці, її товщини, ширини нижньої 

полиці, її товщини , товщини ребра, повної висоти перетину і висоти нормальної 

тріщини. 

Цей метод, запропонований в роботах [1, 5] і який ґрунтується на створенні 

бази даних чисельного експерименту, є досить ефективним. Недоліком є факт дуже 

великої кількості розрахунків із застосуванням об'ємних скінчених елементів. Так 

якщо для двотаврового елемента крім описаних вище варійованих факторів додати 

ще й відстань між тріщинами, то таких факторів буде вісім. Якщо взяти хоча б по 

п'ять варіантів розмірів кожного з варійованих параметрів, то вийде 32768 варіантів 

розрахунку. 

Друга задача. 

У більшості зазначених робіт розглядалася задача визначення взаємного зсуву 

двох блоків, відокремлених нормальною тріщиною з умовно розсіченою 

поздовжньою арматурою. Вважається, що це найбільш відповідальна і складна 

задача розрахунку міцності і жорсткості при крученні залізобетонних елементів з 

нормальними тріщинами. Однак, питанням правильного визначення нагельних сил в 

поздовжній арматурі в цих роботах приділено значно менше уваги. 

В [11] виведена формула для визначення нагельної сили в арматурі, яка ґрунтується 

на складанні рівняння спільності деформацій в місці умовного розсічення арматури 

в тріщині: 
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де Mt – діючий в перерізі зовнішній крутний момент; 

4

EI4

K


 ; К – коефіцієнт постелі основи, тому що арматурний стрижень 

розглядається як стрижень на пружній основі, роль якого грає бетонна оболонка 

залізобетонного елемента; EI, GsAs - відповідно згинальна і зсувна жорсткості 

арматурного стержня; ed
Qt

ed
mt X,X - переміщення відповідно від одиничного моменту 

Mt=1, одиничної сили Q=1, які в [11] отримані на основі чисельного аналізу за МСЕ 

(рішення першої з вищеописаних задач). 

Потім жорсткість залізобетонного елемента з тріщинами визначається за методикою 

[11] з тією різницею, що деформації бетонного блоку обчислюються не на основі 

обробки даних чисельного розрахунку за МСЕ, а аналітично з використанням 

методу [10]. 

У більшості робіт нагельна сила Q в арматурі визначається при наявності в перерізі 

одного поздовжнього стрижня (рис. 1.5) 

 

Рис. 1.5. Схема зусиль в арматурі елемента при дії крутного моменту 

11 , 12  - переміщення зі сторони блоку 1 та 2 відповідно 
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Крім того, у всіх цих роботах нагельна сила визначається за формулою  

 ,                                                       (1.6) 

де ∆Mt – взаємне переміщення берегів тріщини від дії зовнішнього моменту;  

– те ж саме, від дії одиничної нагельної сили Q=1;  – переміщення від змінання 

бетону під арматурою від дії одиничної нагельної сили (визначеної з вирішення 

першої задачі). 

Після обчислення невідомої величини Q  досить просто визначити повне 

переміщення в тріщині tota (див. рис. 1.5): 

 ,                                                           (1.7) 

У формулах (1.6) і (1.7) визначена нагельна сила Q від переміщення в 

горизонтальному напрямку. Однак, як показують наші дослідження, слід 

враховувати і вертикальну складову переміщення. 

Перевагою описаного підходу є його спільність для обчислення жорсткості 

елементів з нормальними тріщинами при будь-якій формі поперечного перерізу 

(прямокутне, таврове, коробчасте і т.п.), тому що вихідними даними для розрахунку 

є величини Mt   і , які визначаються з розрахунку за МСЕ. При цьому величини 

Mt   і , визначені один раз для конкретного перетину і висоти стиснутої зони, 

дозволять визначити жорсткість елемента з різними діаметрами арматури. 

Недоліком формули (1.6) є факт, що величину;  не вірно визначати як 

переміщення від дії одиничної сили. Справа в тому, що у всіх вищеописаних 

роботах [149, 150, 163, 194] використовується емпірична формула, наведена в [172] 

для переміщення анкера, навантаженого силою, що діє перпендикулярно осі анкера: 

                                               (1.8) 

де ds – діаметр арматури; Ec – модуль деформацій бетону. 

У роботах [280, 281] Для визначення місцевої деформації від одиничної сили 

Q=1 замість (1.8) записана формула: 
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                                         (1.9)                 

                             

 

Справа в тому, що є невірним запис формули (1.8) у вигляді (1.9), тому що у 

формулі (1.8) квадратна залежність. Особливо це стосується елементів, в яких діють 

великі нагельні сили. При дії невеликих нагельних сил використання формули (1.9) 

замість (1.8) в принципі можна допустити. 

У разі, коли в перерізі елемента два або більше стрижнів в роботі [280] розрахунок 

рекомендовано проводити за схемою, показаною на рис. 1.6.  
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Рис. 1.6. Схема до визначення переміщень в різних точках перерізу за [280] 

 

У цій роботі наближено вважається, що перетин плоско повертається щодо 

точки n, розташованої в центрі ваги не тріснутий частини бетонного перерізу. З 

позначками, які використовуються на рис. 1.6 з умови плоского повороту є очевидні 

співвідношення: 
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(1.10) 

Тоді для визначення нагельних сил в стрижнях арматури замість одного рівняння 

отримана система: 
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У системі (1.11) прийняті позначення: -зміщення берегів тріщини в місці 

розташування арматури i від дії одиничної сили Qj=1 в місці розташування арматури 

j; ΔMti- зміщення берегів тріщини в місці розташування арматури i від дії 

зовнішнього моменту. Ці величини визначаються за співвідношеннями (1.10) з 

підстановкою своїх значень відстаней до точки n (див. рис.1.6), а величина ΔС - за 

апроксимаційними формулами (з вирішення першої задачі). 

Однак, тут теж використані одиничні сили для визначення складових ¯  ,  

,   , що при великих значеннях нагельних сил призводить до погрішностей. 

Слід зазначити ще один фактор про суперечки в науковому світі. Деякі дослідники 

вважають, що різниці у визначенні переміщень в тріщині таврового елемента і 

двотаврового немає, тому що після утворення нормальної тріщини нижня полиця 

виключається з роботи. Це помилкова думка, тому що нагельна сила залежить від 

співвідношення жорсткостей верхньої (зони без тріщин) і нижньої зони елемента 

(відповідно до методики [10]). А в двотаврових елементах нижня зона має велику 

жорсткість, ніж в тавровому. Крім того, в двотаврових елементах відстань між 

стрижнями поздовжньої арматури може бути більше, ніж в тавровому. А від цієї 

відстані також залежить величина нагельних сил. 

Третя задача. 

Після визначення нагельних сил і переміщення в тріщині визначають 

коефіцієнт, що є відношенням деформативности елемента з нормальною тріщиною 

до деформативности елемента без тріщин: 

e

etot
t

a

aa
k


 ,                                                                   (1.12) 

де ea  - переміщення від крутіння елемента без тріщин, яке визначається за 

відомими формулами опору матеріалів. 

Величина kt являє собою відношення жорсткості при крученні елемента без 

тріщин до жорсткості елемента з тріщинами, тобто у скільки разів жорсткість 

елемента з нормальними тріщинами менше первісної його жорсткості. Вона 

залежить від відстані між тріщинами, діаметра арматури і глибини тріщини [14-20]. 
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Цікавий метод визначення жорсткості та міцності при крученні 

залізобетонних елементів прямокутного перерізу запропонований в [228]. Перетин 

розбивався на кілька прямокутників. При цьому розрахунки виконувалися 

ітераційним шляхом з метою уточнення на кожній ітерації напружень і деформацій 

в кожному елементі з урахуванням пружних властивостей матеріалу, зусиль з 

урахуванням зміни центрів крутіння і згину, перевірки на міцність кожного 

елемента і виключення його з роботи. Міцність перетину в цілому оцінювалася за 

складеною матрицєю жорсткості: 
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де Dmn – жорсткості в різних площинах елемента від впливу осьових, 

згинальних і крутних зусиль. 

При наближенні визначника даної матриці до нуля із заданою точністю 

вважалося, що міцність перетину вичерпана. 

Цей метод має ряд переваг, але у нього є один істотний недолік. Справа в 

тому, що в роботі [228] дотичні напруження на кожній ітерації визначаються за 

формулами теорії пружності. Однак, формули теорії пружності справедливі, коли 

деформативні характеристики в кожній точці поперечного перерізу однакові. А під 

час ітерацій в кожному прямокутнику, на які розбивається перетин деформативні 

характеристики згідно [Яременко] змінюються. 

1.3. Врахування нелінійності в напружено-деформованому стані 

залізобетонних елементів при крученні 

Методи розрахунку з урахуванням нелінійності деформування конструкцій 

розвивалися за двома напрямками. Перший пов'язаний з методом граничної 

рівноваги, запропонованим в роботах О.О. Гвоздєва, О.Р. Ржаніцина, С.М. Крилова, 

В.І. Мурашова [36, 61]. Другий напрямок - деформаційні моделі. Засновниками 

такого методу розрахунку залізобетонних стержнів з тріщинами стали В.Н. 
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Мурашев, О.О. Гвоздєв, Я.М. Немировський [155]. Моделям плит, пластин і 

оболонок з урахуванням тріщин і нелінійного деформування матеріалів присвячені 

роботи А.М. Бамбури,  Г.А. Генієва, О.О. Гвоздєва, В.М. Бондаренка, М.І. Карпенка, 

С.М. Крилова, О.Л. Шагіна, В.С. Шмуклера [33-35, 68, 151, 175, 176, 187, 190, 219, 

220, 221]. Ці роботи грунтуються на реальних діаграмах деформування бетону і 

арматури при різних напружено-деформованих станах і зовнішніх впливах. 

Нелінійна модель Г.А. Генієва [59] розглядає залізобетон як пружно-

пластичний матеріал і встановлює залежності між інваріантами напруг і 

деформацій. В.М. Бондаренко [48, 49] запропонував врахування нелінійності 

залізобетону шляхом введення інтегрального модуля деформацій. В основі цієї 

моделі покладено ідею розгляду перетину залізобетонного елемента як шаруватої 

структури. В рамках цієї моделі можуть бути враховані найскладніші деформаційні 

явища, а зведення їх до єдиного модулю деформацій для перетину дозволяє легко 

використовувати апарат будівельної механіки при розрахунку конструкцій. 

Загальний підхід до розрахунку залізобетонних конструкцій з урахуванням 

нелінійності запропонований ітераційними методами, коли рішення нелінійної 

задачі виконується як послідовність рішень лінійних пружних задач. Початок 

такому підходу поклали роботи А.А. Ільюшина. Було визначено кілька методів 

розрахунку нелінійних задач. Далі цей метод був використаний для розрахунку 

залізобетонних плит в роботах В.М. Бондаренка, М.І. Карпенка. Для розрахунку 

інших конструкцій метод застосовувався Т.А. Баланом, О.С. Городецьким, А.Л. 

Гуревичем, В.С. Здоренком, О.Ф. Яременком та іншими [36, 61, 227]. 

В роботах Д.В. Кочкарьова [122-126] запропоновано новий підхід для 

розрахунку згинальних залізобетонних елементів з врахуванням тріщин та 

нелінійних властивостей бетону. Суть цього методу полягає в тому, що 

залізобетонний згинальний елемент розраховується за звичайними формулами 

опору матеріалів. Вводиться поняття розрахункового опору залізобетону. Метод 

дозволяє без складних ітераційних процесів розраховувати згинальні елементи з 

врахуванням тріщино утворення та нелінійних властивостей  матеріалів. 
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Усі вищезазначені роботи були присвячені розрахунку з врахуванням 

нелінійних властивостей бетону переважно згинальних конструкцій. Розрахунку при 

крученні з врахуванням нелінійніх властивостей матеріалів присвячено набагато 

менше робіт. 

Для оцінки нелінійності деформування матеріалів в роботі [228] була 

використана діаграма зсуву бетону, отримана теоретично з діаграми стиснення. Для 

розрахунків модуля пружнопластичності при зсуві і стисненні застосовувалися 

коефіцієнти пружнопластичних деформацій бетону, знайдені з формульних 

залежностей, пов'язаних з рівнем напруги. Н.Р. Вільданова [55, 282] 

експериментально підтвердила наявність пружнопластичних деформації зсуву при 

крученні. 

У роботах Н.І. Чистової [215] та М.М. Ячменєвої [230], виконаних під 

керівництвом М.І. Карпенка, врахування нелінійності деформування балок з 

тріщинами пропонується вести за допомогою коефіцієнта пружно пластичності, 

отриманого кореляційно-регресійним аналізом експериментальних даних. 

Б.В. Карабанов [96] в дослідженні впливу спільної роботи ребристих плит на 

їх міцність і деформації визначив підхід до оцінки нелінійності зміни їх жорсткості 

при крученні через введення коефіцієнта k, який враховує при заданому 

початковому рівні навантаження зменшення початкової жорсткості при крученні. 

Він визначається на підставі експериментальних даних в залежності від заданого 

рівня навантаження. 

Робіт, пов'язаних з урахуванням нелінійних властивостей матеріалів, при 

крученні залізобетонних елементів з нормальними тріщинами значно менше. 

Поточну жорсткість на кручення, при заданому моменті, Т.Н. Азізов [11] 

запропонував визначати за залежністю: 

nach nacht
t t t

t ,ult

M
GI (1 )GI GI

M
    (1.13) 

де  
nach

tGI  - початкова жорсткість перерізу на кручення 
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Такий підхід відповідає умовній пружнопластичній роботі елемента і його 

використання корисно для наближеної оцінки пружнопластичності при відсутності 

точної методики визначення повних деформацій. 

В [279] запропонована методика нелінійного розрахунку шляхом ділення 

поперечного прямокутного перетину на кілька прямокутних елементів (рис. 1.7).  

 

Рис. 1.7. Схемі поділу поперечного перерізу на окремі елементи за [279] 
 

У кожному елементі діють дотичні зусилля: 

                                 (1.14)  

Очевидно, що якщо відомо розподіл дотичних напружень по перерізу ηyz,i и ηxz,i, то 

неважко обчислити дотичні зусилля  и , а, отже, і крутний момент в перерізі: 

                                      (1.15)  

де n – загальна кількість елементів, на яке розбитий перетин. 

У цій роботі використаний відомий з теорії крутіння факт [157, 185, 191], що 

крутний момент Mt в перерізі пов'язаний з відносним кутом закручування Θ 

залежністю: 

                                                   (1.16)   

де D – жорсткість стрижня (в перерізі) при крученні. 
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Залежність (1.16) справедлива при будь-якому розподілі напружень в перерізі 

елемента. Іншими словами, якщо відомий розподіл напружень в перерізі (а значить і 

крутний момент в перерізі), а також відносний кут закручування, то жорсткість 

перерізу D однозначно визначиться з виразу (1.16). І, навпаки, якщо відома 

жорсткість D, то відносний кут закручування однозначно визначиться з (1.16). Це 

дуже важливе зауваження, яке слід враховувати. Воно ж і допомагає визначати 

жорсткість елемента при крученні [279]. 

Беручи вищенаведені передумови, в [279] наведено алгоритм визначення жорсткості 

в перерізі стрижневого елемента з урахуванням нелінійних властивостей бетону. 

При цьому діаграму зсуву для прийнята у вигляді діаграми Прандтля. Таке уявлення 

діаграми цілком виправдано на підставі експериментальних досліджень Н.Р. 

Вильданової [282]. Запропонований алгоритм виглядає так: 

1. Задається значення відносного кута закручування θ1; 

2. У припущенні пружної роботи стержня визначається пружний момент Mt, , який 

відповідає заданому куту закручування: 

                                                  (1.17)  

де GJ – крутильна жорсткість стержня в припущенні його пружної роботи; 

3. За формулами теорії пружності (наприклад, за [162, 197, 199]) визначаються 

дотичні напруження ηyz,i и ηxz,i в центрі кожного i-того елемента; 

3.1. Визначаються максимальні значення напруг ηyz,i,max и ηxz,i,max 

3.2. Визначаються співвідношення kyz,i= ηyz,i/ ηyz,i,max  и kxz,i= ηxz,i/ ηxz,i,max 

3.3. Обчислюються суми всіх коефіцієнтів kyz,i и kxz,i, значення яких менше одиниці: 

;   

де n, m – кількість елементів, в яких напруги перевищують граничні, відповідно для 

ηyz,i и ηxz,i.  

4. Якщо в будь-яких елементах дотичні напруження виявляються більші за граничні 

дотичні напруження ηi>[η], то напруга в цьому елементі приймається рівною [η]. При 

цьому розглядаються як напруги ηyz, так и ηxz; 

4.1. Обчислюється величина «зайвих» моментів в кожному елементі, в якому 
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напруги перевершують граничні: 

ΔMy,i=(ηyz,i,max- ηyz,i)*Ai*Xi; ΔMx,i=(ηxz,i,max- ηxz,i)*Ai*Yi   

4.2. Обчислюються сумарні «зайві» крутні моменти 

;   

де m и n – те ж саме, що і в п. 3.3 

4.3. Розподіляються «зайві» моменти між елементами, в яких kyz,i и kxz,i, менше 

одиниці пропорційно цим коефіцієнтам: 

;      

4.4. Визначаються нові значення дотичних напружень в елементах, в яких, на 

першій ітерації напруги були менше граничних: 

;      

4.5. Далі розрахунок повторюється з пункту 3.3. 

Таким чином в [279] отримано остаточний розподіл дотичних напружень. 

5. Знаючи остаточні значення напруг ηxz,i  и ηyz,i у всіх n елементах за формулами 

(1.14) обчислюються дотичні зусилля Tyz,i  и Txz,i; 

6. За формулами (1.15) визначається крутний момент Mt від зусиль Tyz, i і Txz, i. 

При цьому крутний момент Mt буде відрізнятися початкового моменту Mt, e, 

визначеного за (1.16). Це пов'язано з тим, що частина напруг, що перевищують 

величину [η], вже не буде давати внесок в величину загального крутного моменту. 

Таким чином ми знаходимо значення крутного моменту Mt, відповідного заданому в 

п. 1 відносному куту закручування θ1 або першу точку на діаграмі «Mt - θ». 

7. Далі збільшується значення відносного кута закручування θ2 і виходить друга 

точка на діаграмі. Продовжуючи покроково збільшувати значення кута 

закручування, ми отримаємо діаграму «Mt - θ», з якої легко отримати значення кута 

закручування при діючому на реальний стрижень реального крутного моменту, а 

також значення жорсткості D, відповідної заданому реальному крутному моментом, 

тому що знаючи θ і Mt, за формулою (1.16) визначається жорсткість D. 

Наведена в [279] методика становить інтерес, проте вона розроблена для 
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елементів прямокутного перерізу і не перевірена експериментально. У зв'язку з цим 

використання цієї методики для елементів з перетином, що відрізняється від 

прямокутних, на даному етапі мало ймовірно. 

Крім того, експериментальні дослідження [149, 150, 163, 194] показали, що в 

залізобетонних елементах прямокутного, таврового, коробчастого і полого 

трикутного перетину, нелінійність деформування проявляється на досить високих 

етапах навантаження. Тому експериментально слід перевірити, чи існує така ж 

закономірність для двотаврових елементів і після цього приймати рішення про 

доцільність розробки методики розрахунку з урахуванням нелінійності. 

1.4. Висновки за розділом 1 

Перерозподіл зусиль у статично невизначених системах залежить від 

згинальних і крутильних жорсткостей окремих елементів цих систем. Зміна 

згинальних жорсткостей в результаті утворення різних тріщин досліджена досить 

широко. Крутильні же жорсткості залізобетонних елементів з тріщинами вивчені 

значно менше. Особливо це стосується елементів з нормальними тріщинами. 

Існуючі дослідження кручення присвячені, як правило, вивченню міцності при 

крученні. При розгляді питань жорсткості при крученні залізобетонних елементів з 

тріщинами в літературі припускають наявність просторових спіральних тріщин. 

Багатьма експериментальними дослідженнями встановлено, що на великому 

проміжки навантаження елементи працюють практично лінійно. Нелінійні 

деформації проявляються на етапах навантаження, близьких до руйнуючих. Це дає 

право використовувати розрахунки деформативності в лінійній постановці. 

 

На сьогоднішній день проблеми жорсткості при крученні залізобетонних 

елементів з нормальними тріщинами присвячені практично тільки роботи Т.Н. 

Азізова і його учнів. У цих роботах теоретично і експериментально досліджені 

залізобетонні елементи прямокутного, таврового, коробчастого і полого трикутного 

перетину з нормальними тріщинами. Є питання, які вимагають уточнення деяких 

параметрів, які не враховані в названих роботах. До цих питань слід віднести 
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наступне: 

- при визначенні нагельних сил в поздовжній арматурі слід враховувати дві 

складові, а не одну; 

- слід враховувати наявність декількох поздовжніх стрижнів в перерізі; 

- слід перевірити правомірність використання одиничних сил при визначенні 

переміщень в тріщині, які необхідні для визначення нагельних сил; 

- слід враховувати вплив близького розташування поздовжньої арматури до 

грані елемента, тому що залежність переміщень анкера, які використовують в 

розрахунках, припускає закладення анкера в масиві. 

На основі проведеного аналізу автором дисертації сформульовані завдання 

цього дослідження: 

1. Визначення взаємного зміщення берегів нормальної тріщини з умовно 

розсіченою арматурою для двотаврового елемента має свої особливості і може бути 

визначено за умови коригування запропонованих раніше формул. На основі цього 

розробити чисельно-аналітичну методику визначення взаємного зсуву берегів 

нормальної тріщини в елементах двотаврового перетину; 

2. Провести експериментальні дослідження деформативності залізобетонних 

елементів двотаврового перетину з нормальними тріщинами при дії на них крутних 

моментів. При цьому для виключення впливу стиснення забезпечити вільне 

деформування елементів в поздовжньому напрямку. 

3. Розробити методику визначення нагельних сил в арматурі, що враховує 

наявність складових нагельних сил в напрямку двох координатних осей, близьке 

розташування арматури до грані елемента, а також наявність декількох стрижнів 

поздовжньої арматури. При цьому скорегувати формули, в яких використані 

одиничні сили при визначенні переміщень поздовжньої арматури. 

4. Розробити комп'ютерні програми для автоматизованого визначення 

переміщень в тріщині, жорсткості при крученні залізобетонних елементів 

двотаврового перетину з нормальними тріщинами. 

5. Провести порівняння розробленої методики з експериментальними даними 
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з метою перевірки її достовірності. 

Матеріали розділу 1 опубліковані у наступних роботах: 

1. Azizov T., Melnyk O., Orlova O., Kalenchuk-Porkhanova A., Vakal L. 

Calculation of reinforced concrete ceilings with normal cracks accounting the Chebyshev 

approximation  // 6 th International Scientific Conference ―Reliability and Durability of 

Railway Transport Engineering Structures and Buildings‖ Transbud-2017. – Kharkiv, 

April 19-21, 2017/ - S. 1-7. (Scopus) 

2. Мельник О. С. Теоретичні та експериментальні дослідження просторової 

роботи та крутильної жорсткості залізобетонних елементів перекриттів та мостів / 

О. С. Мельник, О.М. Орлова // Молодий вчений. - 2018. - №11. С. 460-463. 
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РОЗДІЛ 2 

НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН ПРИ КРУЧЕННІ 

ДВОТАВРОВИХ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ЕЛЕМЕНТІВ З НОРМАЛЬНИМИ 

ТРІЩИНАМИ 

2.1. Задачі, які потрібно вирішити для визначення жорсткості і міцності 
при крученні залізобетонних елементів з нормальними тріщинами 

 

Як було показано в першому розділі, в залізобетонних елементах при відносно 

невеликих крутних моментах просторові тріщини кручення не виникають. 

Наприклад, в мостових конструкціях в момент, коли нормальні тріщини розкриті 

досить широко, просторові тріщини кручення відсутні. У той же час, перерозподіл 

навантаження між суміжними мостовими балками залежить не тільки від 

згинальної, але і від жорсткості ребер при крученні [107-111]. 

Існуючі методики визначення жорсткості при крученні, як було показано у 

першому розділі, стосуються залізобетонних елементів з просторовими 

(спіральними) тріщинами. Крутильну жорсткість залізобетонних елементів з 

нормальними тріщинами розглядали вчені школи Т.Н. Азізова: елементів 

прямокутного перерізу - Н.М. Срібняк [194], елементів таврового перетину - В.І. 

Стадник, елементів коробчастого перетину - О.В. Мельник [149], елементів полого 

трикутного перетину - О.С. Мельник [150]. Як було сказано вище, кожний 

поперечний переріз з нормальними тріщинами має свої особливості при роботі на 

кручення. У цьому сенсі двотавровий перетин є узагальненням всіх видів 

поперечних перерізів. 

Розглянемо модель стрижня двотаврового перетину, розділеного на блоки 

нормальними від згину тріщинами (рис. 2.1). 
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Рис. 2.1. Схема залізобетонного елементу двотаврового перерізу з нормальними 

тріщинами при дії крутного моменту 

 

Переважна більшість двотаврових перерізів проектується таким чином, що 

товщина стиснутої полки практично дорівнює висоті стиснутої зони. У зв‘язку з цим 

будемо вважати, що нормальна тріщина не заходить в стиснуту полку двотаврового 

перетину. 

Зовнішній крутний момент, прикладений в торці стержня, буде передаватися з 

блоку А до блоку В (рис.2.2) через ділянку бетону шириною, яка дорівнює товщині 

ребра двотавру b і висотою Х, що дорівнює висоті зони без тріщин, тобто стиснутій 

від згину зони. 

Для визначення жорсткості залізобетонного елемента з нормальними 

тріщинами при дії крутного моменту необхідно визначити переміщення Δtot   

блоку А відносно блоку В (рис.2.2). 
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Рис. 2.2. Переміщення блоку А відносно блоку В, які відокремлені нормальною 

тріщиною 

При цьому схема прикладення крутного моменту до блоку В виглядає, як 

показано на рис.2.3. 

 

Рис. 2.3. Схема передачи крутного моменту з блоку А до блоку В  через стиснуту 

зону бетону Х 
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Визначення жорсткості при крученні залізобетонного елемента з нормальною 

(від згину) тріщиною може бути представлено в такій послідовності [238, 280] : 

- для створення статичної визначеності слід подумки розсікти поздовжню 

арматуру в тріщині; 

- визначити переміщення одного блоку відносно іншого. 

- з умови спільності деформацій у відсіченій арматурі визначити в ній нагельне 

зусилля Q (рис.2.2).  

- з урахуванням нагельного зусилля Q і зовнішнього моменту Мt визначити 

реальне горизонтальне переміщення  в тріщині Δtot одного блоку відносно іншого 

(рис.2.2); 

- визначити кут повороту фіктивного умовно суцільного елементу θekv як 

відношення визначеного раніше переміщення Δtot до радіусу повороту (приблизно 

половина висоти перерізу стрижня); 

- визначити крутильну жорсткість елемента з тріщиною Bt за формулою: 

ekv

t
t

LM
B




 . 

2.2. Визначення взаємного переміщення берегів нормальної тріщини при 
крученні 

2.2.1. Чисельно-аналітичний спосіб визначення переміщення в нормальній 
тріщині 

Задача теорії пружності про крученні стрижня прямокутного перетину має 

точне рішення в разі, коли крутний момент прикладений до торця перетину 

рівномірно, тобто торець стрижня рівномірно завантажений дотичними силами, 

рівнодіюча яких зводиться до крутного моменту Mt. 

Відповідно до принципу Сен-Венана [197-200] в теорії пружності 

врівноважена система сил, прикладена до будь-якої частини суцільного тіла, 

викликає в ньому напруження, які дуже швидко зменшуються у міру віддалення від 

цієї частини. На відстанях, більших, ніж найбільші лінійні розміри області 

прикладення навантажень, місцеві напруження і деформації виявляються знехтувано 
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малими. Таким чином, напруження в задачах кручення і згину практично не 

залежать від способу розподілу зусиль, еквівалентних заданому головному вектору і 

головному моменту (дане твердження не вірно лише поблизу торця, до якого 

прикладена врівноважена система зовнішніх сил) [198]. 

Оскільки довжина блоку між тріщинами L порівнянна з розмірами перетину і 

крутний момент прикладений лише до частини поперечного перерізу (передається з 

блоку на блок через обмежену частину поперечного перерізу без тріщин), то 

деформації від крутіння блоку з тріщинами не еквівалентні деформацій суцільного 

блоку (без тріщин), в якому зусилля рівномірно розподілені по поперечному перерізі 

стержня. 

Тому методами теорії крутіння не можна вирішити задачу про знаходження 

внутрішніх зусиль і деформацій в стрижні з тріщинами. 

Розглянемо методику розрахунку, яка ґрунтується на методі лінійних 

скінчених елементів, основні положення якого розроблені Т.Н. Азізовим [10].  

Розглянемо стрижень двотаврового перетину. З огляду на, що стінка 

двотаврової балки як правило має невелику товщину, будемо умовно вважати, що 

двотавровий перетин може бути представлено у вигляді набору трьох пластин 

(верхня і нижня полиці і стінка). Нехай в стрижні двотаврового перетину є 

нормальні тріщини, як показано на рис. 2.4 з відстанню між тріщинами L, висота 

тріщини дорівнює hcrc. 
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Рис. 2.4.Схема елементу двотаврового перерізу з нормальними тріщинами 

 

Завдяки тому, що крутний момент передається через частину бетону без 

тріщин (див. рис.3), то для розрахунку, слідуючи подібно методиці [10] розсічемо 

елемент площиною XOY на рівні вершини нормальної тріщини на два таврових 

елемента. По лінії розсічення діятимуть погонні дотичні сили τ(x) і погонні 

згинальні моменти m(x) (рис. 2.5). 
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Рис. 2.5. Схема розділення двотаврового стрижня на два таврових 

 

Для визначення цих погонних невідомих сил слід подібно [10] скласти умови 

спільності деформацій по лінії розтину, тобто умови рівності горизонтальних 

переміщень (уздовж осі Y на рис. 2.5) і кутів повороту відносно осі X для верхнього 

і нижнього таврових елементів. Розглянемо окремо кожну умову. 

Горизонтальні переміщення верхнього тавра. Переміщення вправо будемо 

вважати позитивними, вліво - негативними. 

1. Горизонтальні переміщення від крутіння зовнішнім моментом Mt0, 

дотичними силами τ(x), моментами m(x). Схема деформації перетину показана на 

рис. 2.6. 

Горизонтальне переміщення ∆ дорівнює: 

,                                                      (2.1)     
 
де θ – абсолютний кут закручування стрижня (див. рис. 2.6); r1 – відстань від 

лінії розрізу до центра ваги верхнього тавра. 
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Рис. 2.6. Схема деформації перерізу при крученні верхнього тавру 

 

Диференціюючи один раз вираз (2.1) і з огляду на те, що відомо з  теорії 

крутіння  [197]:   

            ,                                                        (2.2)  

де Mt=Mt(x) – сумарний крутний момент від початку координат до даної точки 

з координатою x; GJ – крутильна жорсткість, отримаємо для верхнього стержня: 

                             (2.3)     

 

В виразі (2.3) позначено: T=T(x), Mt=Mt(x) – відповідно сумарна дотична сила 

і сумарний момент, пов'язані з погонного дотичній силою τ(x) і з погонним 

моментом m(x) диференціальними залежностями: 

T
I
(x)= τ(x);        Mt

I
(x)=m(x)                                       (2.4)    

2. Горизонтальне переміщення від згину стінки відсіченого тавра дотичними 

силами η(x) і погонними моментами m(x). 

Схема деформування стрижня в цьому випадку показана на рис. 2.7. 

Горизонтальні переміщення від дотичній сили η (рис. 2.7, а) і від моменту m 

(рис. 2.7, б) визначаються за відомими формулами опору матеріалів [192]: 

 ;       ,                                            (2.5)  

де EJ – згинальна жорсткість стержня. У нашому випадку ця жорсткість 

дорівнює жорсткості стрижня з висотою перерізу, яка дорівнює товщині стінки, і 
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шириною, що дорівнює одиниці; r1 – відстань від лінії розрізу до низу верхньої 

полиці двотавру (вважаємо, що стінка згинається як стрижень, закріплений в 

верхній полиці). 

 

 

Рис. 2.7. Схема деформування стінки тару від сил η(x) і m(x) 

 

Диференціюючи один раз вираз (2.5) і з огляду на диференціальні залежності 

(2.4), отримаємо вирази для похідних горизонтальних переміщень, отриманих в 

результаті дії сил T и Mt: 

                                              (2.6) 

Сумарне переміщення (вірніше похідну від переміщення) в горизонтальному 

напрямку від крутіння верхнього тавра і місцевого згину стінки отримаємо 

додаванням виразів (2.3) і (2.6): 

              (2.7) 

Для переміщень нижнього тавра від крутіння, аналогічно (2.3) (рис. 2.8) і від 

місцевого згину стінки аналогічно (2.6) будемо мати: 

 

                           (2.8) 
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Рис. 2.8. Схема деформації перерізу при крученні нижнього тавру 

 

Друге рівняння спільності буде рівнянням рівності кутів повороту верхнього і 

нижнього таврів у місці їх умовного розсічення. Ці кути від крутіння будуть також 

визначатися за відомими формулами опору матеріалів (див. рисунки 2.6 і 2.8). Кут 

повороту за годинниковою стрілкою будемо вважати позитивним, проти 

годинникової - негативним. Кути повороту від місцевої деформації стінки (див. рис. 

2.7) визначаються за формулами [199]: 

  ;       ,                                             (2.9) 

Діючи аналогічно визначенню похідної горизонтального переміщення, 

отримаємо для кутів повороту верхнього і нижнього таврів: 

Для верхнього тавра: 

                  (2.10)  

Для нижнього тавра: 

                       (2.11)  

Прирівнюючи переміщення верхнього тавра за (2.7) переміщенням нижнього 

тавра за (2.8), а також кути повороту верхнього тавра за (2.10) кутам повороту 

нижнього тавра за (2.11), отримаємо розв‘язуючу систему диференціальних рівнянь 

для визначення невідомих зусиль T(x) і Mt(x): 
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(2.12) 

 

З системи (2.12) видно, що при рівних стрижнях вона розпадається на два 

незалежних диференціальних рівняння другого порядку. 

Граничні умови для невідомих (при X=0 і X=L) будуть мати вигляд: 

T(0)=T(L)=0; Mt(0)=Mt(L)=0, тобто сумарні дотичні сили і сумарні моменти на 

кінцях розглянутої ділянки (в місцях наявності нормальних тріщин) мають нульові 

значення. А погонні дотичні сили η(x)  і погонні моменти m(x), навпаки, мають 

максимальні значення на границях ділянки. Тобто τ(0)=τ(L)=max; m(0)=m(L)=max 

(рис. 2.9).  

 

Рис. 2.9. До визначення граничних умов для невідомих 

Ця обставина дозволяє прийняти рішення для невідомих функцій у вигляді 

розкладання їх в тригонометричні ряди Фур'є по синусах [50, 165]: 

;    ,  (2.13) 

 

де Tn і Mn – коефіцієнти Фур'є, що підлягають визначенню. 
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Для вирішення системи (2.13) за допомогою розкладання в ряди Фур'є слід і 

зовнішній крутний момент Mt0 також розкласти в ряд Фур'є по синусах: 

,                             (2.14)  

де коефіцієнти Фур‘е Mtn для випадку постійного моменту Mt0=const будуть 

мати вигляд: 

 ,                                 (2.15) 

де позначено: α=π·n/l. 

Прийнявши рішення у вигляді (2.13), розклавши зовнішній момент по (2.14), 

підставивши в (2.12), зробивши диференціювання і скоротивши на Sin(α·x), 

отримаємо замість системи диференціальних рівнянь систему двох алгебраїчних 

рівнянь з двома невідомими Tn  і Mn: 

 

 

         (2.16) 

 

Рішення системи (2.16) дає значення невідомих коефіцієнтів Фур‘є: 

 ,                        (2.17) 

В виразі (17) прийняті позначення: 

;                                   (2.18) 

Через A позначений множник при Tn в першому рівнянні системи (2.16), через 

В – множник при Mn. Через ξ  позначений множник при Tn у другому рівнянні; через 

γ – множник при Mn у другому рівнянні (2.16). Праві частини системи (2.16) 

позначені відповідно через D для першого і через ω для другого. 

Знайдені значення коефіцієнтів Tn і Mn для кожного n=1…∞ підставляються в 

вирази (2.13) і в результаті отримуємо значення невідомих внутрішніх зусиль T(x) і 
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Mt(x). Для визначення невідомих погонних дотичних сил η(x) і погонних моментів 

m(x) слід про диференціювати вираз (2.13) один раз. В результаті отримаємо: 

;    ,    (2.19) 

 

Після визначення функцій невідомих сил кут повороту кожного тавра можна 

визначити як кут від зовнішнього моменту Mt0 і кут від сил, визначених в результаті 

рішення системи (2.16). З огляду на те, що зовнішній момент Mt0 прикладений по 

торцях стрижня антисиметрично (див. рис. 2.5), кут повороту в торці перетину буде 

визначено на довжині L/2=Lcrc/2. Так, кут повороту верхнього стержня з 

урахуванням напрямку дії невідомих сил за рис. 2.5 буде визначено за формулою: 

                       (2.20) 

з врахуванням (2.13) формула (2.20) прийме вигляд: 

                     (2.21) 

Слід зазначити, що ряд у формулі (21) сходиться дуже швидко. Уже при п'яти 

членах ряду похибка становить не більше двох відсотків. 

Після визначення кута повороту θ1 не важко визначити взаємне переміщення 

берегів нормальної тріщини (зміщення між точками 1 і 2 на рис. 2.4 і 2.9). Цей зсув 

визначимо наступним чином (див. рис. 2.4 і 2.9). 

Спочатку визначимо горизонтальне переміщення δ1 точки 1 (переміщення по 

осі Y на рис. 2.4). Для цього кут повороту θ1 слід помножити на відстань h1 по 

вертикалі (по осі Z) від центра ваги верхнього тавра до нижньої грані двотаврового 

елемента. Ця відстань дорівнює (див. рис. 2.5) h1=r1+hcrc. Потім визначимо 

горизонтальне переміщення δ2 точки 2. Для цього потрібно помножити кут повороту 

θc всього двотаврового перетину на відстань по вертикалі hc від центра ваги 

двотаврового елемента до нижньої його грані. Взаємне зміщення δ1-2 дорівнюватиме 

різниці між δ1 і δ2. Таким чином: 

,                                     (2.22) 

де θ1 визначається за (2.20), а θc – за відомою формулою опору матеріалів при 
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відомій жорсткості всього двотавру GJtot: 

                                             (2.23) 

Таким чином, завдання визначення взаємного зсуву берегів нормальної 

тріщини з розсіченою арматурою вирішено. 

Слід звернути увагу на важливий факт. Жорсткість EJ одиничних стрижнів (в 

формулах 2.5 і далі) в отриманій системі диференціальних рівнянь розглядається в 

припущенні їх одиночної роботи. Тобто вважаємо, як би стрижні не пов'язані один з 

одним. Насправді при прикладенні дотичної сили η або моменту m в даній 

конкретній точці переміщення кінця стінки буде значно меншим. Тому жорсткість 

умовних стрижнів EJ слід прийняти з деяким коефіцієнтом ku, що враховує 

збільшення цієї жорсткості. Коефіцієнт ku неважко отримати розрахунком пластини 

з прикладеною в даній точці горизонтальною силою або моментом (як показано на 

рис. 2.7) і порівняти це переміщення з переміщенням одиничного стрижня. Причому 

для різної довжини стрижня (r1 на рис. 2.7) цей коефіцієнт буде різним. Нижче в 

таблиці наведені значення цього коефіцієнта для прикладу двотаврової балки з 

конкретними розмірами. Крім того, переміщення кінця пластини буде залежати від 

місця положення сили по відношенню до розташування тріщини (початку координат 

на рис. 2.5 і 2.9). Тому в загальному випадку система диференціальних рівнянь 

(2.12) буде системою зі змінними коефіцієнтами, що не дає можливість вирішувати 

її за допомогою розкладання в ряди Фур'є, як показано вище. Однак, рішення цієї 

системи зі змінними коефіцієнтами в принципі не становить труднощів і є 

предметом подальших досліджень. 

Порівняння переміщень, отриманих за розробленою методикою, з 

розрахунками за МСЕ з використанням об'ємних скінчених елементів наведені в 

таблиці 2.1. Двотавровий перетин має наступні розміри: ширина верхньої полиці 300 

мм, її товщина 30 мм; ширина нижньої полиці 85 мм, її  товщина 45 мм; товщина 

ребра 30 мм; загальна висота перерізу балки 220 мм; відстань між тріщинами 

дорівнює 300 мм. Висота тріщини hcrc варіюється. Величина ku в третій графі таблиці 
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отримана розрахунками пластини з прикладенням горизонтальної сили і моменту як 

показано на рис. 2.7. При цьому залежність цього коефіцієнта від відношення hcrc/h, 

де h - повна висота перерізу балки, має практично лінійний вид, що видно з рис 2.10. 

На цьому рисунку показані залежності ku=f(hcrc/h) для вищезгаданої балки при 

товщині верхньої полиці 30 і 40 мм. 

Таблица 2.1. 

hcrc,  

мм 

θlir (об‘ємні 

СЕ за 

програмою 

Ліра) 

θt -  теорія (за методикою) при 

значенні ku 

θt/θlir 

ku θt 

1 2 3 4 5 

5 0.0005981 85 0.0006 1.003 

7 0.000697 60 0.000694 0.995 

9 0.0007738 45 0.000778 1.005 

11 0.0008418 35 0.000856 1.017 

13 0.000902 30 0.000898 0.995 

15 0.000953 25 0.000959 1.006 

17 0.0009937 24 0.000979 1.015 

 

 
Рис. 2.10. Залежність коефіцієнта ku від відношення hcrc/h 
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Як видно з таблиці, при підборі коефіцієнта ku по залежності на рис. 2.10 

розрахунок за запропонованою методикою практично не відрізняється від 

розрахунку із застосуванням об'ємних скінчених елементів. У той же час розрахунок 

за запропонованою методикою є на багато простішим у порівнянні з розрахунком із 

застосуванням об'ємних скінчених елементів. 

Після визначення кута повороту верхнього стрижня за (2.20), а цілого перерізу 

за (2.23) обчислення взаємного зміщення берегів нормальної тріщини не становить 

труднощів. Знаючи величину взаємного зміщення берегів нормальної тріщини, 

нагельну силу в поздовжній арматурі, жорсткість і міцність залізобетонного 

елемента з нормальними тріщинами при крученні можна визначити за методикою, 

наведеною у розділі 4 дисертації. 

2.2.2. Метод стрижневої апроксимації при крученні двотаврового перерізу 

В роботі [9] запропоновано методику розрахунку залізобетонних елементів з 

нормальними тріщинами за допомогою стрижневої апроксимації. Недоліком цієї 

методики є велика кількість невідомих під час вирішення завдання. Крім того, там 

не описана схема визначення характеристик жорсткості параметрів стрижневий 

апроксимуючої системи. 

В роботі [239] удосконалено методику розрахунку за допомогою стрижневий 

апроксимації. У цій роботі показано, що така апроксимація можлива і для 

розрахунку двотаврових елементів, проте дані тільки принципи розрахунку 

елементів двотаврового перерізу. Розглянемо розвиток методу стрижневий 

апроксимації на розрахунок жорсткості залізобетонних двотаврових елементів з 

нормальними тріщинами. 

Для розрахунку скористаємося стрижневою апроксимацією суцільного тіла на 

основі методики, викладеної в [239]. На блок довжиною lcrc двотаврового 

залізобетонного елемента, відокремленого нормальними тріщинами, з двох торців 

діють крутний взаємно протилежні крутний момент. Тому можна розглянути схему 

блоку довжиною lcrc/2, закріпленого одним (далеким) торцем (рис. 2.11). 
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Рис. 2.11. Схема представлення елемента двотаврового перерізу перехресно-

стрижневою системою 

 

Згідно з методикою [239] розділимо поперечний переріз на кінцеве число 

прямокутників. При цьому кожен елемент двутавра (верхню полицю, ребро і нижню 

полицю) можна ділити на прямокутники з довільними розмірам. Будем вважати, що 

все прямокутні стрижні, на які умовно розділено двотавровий перетин, з'єднані між 

собою посередині горизонтальних і вертикальних граней. Таким чином, замість 

суцільного блоку двотаврового поперечного перерізу ми отримаємо систему 

поздовжніх і поперечних (вертикальних і горизонтальних) стрижнів (рис. 2.12 і 

2.13). Кількість і розміри поздовжніх стрижнів (поз. 1, 2 і 3 на рис. 2.11-2.13) 

вибираються довільно на розсуд інженера. У поздовжніх стрижнях цієї системи 

зосереджена осьова, згинальна і крутильна жорсткості стрижнів, на які розділені 

полки і ребро двотаврового перетину. Поперечні горизонтальні (поз. 4 на рис. 2.12, 

поз. 6 на рис. 2.13, б) і вертикальні (поз. 5 на рис. 2.13) стрижні моделюють місцеву 

деформацію поздовжніх стрижнів в місцях горизонтальних і вертикальних вузлів 

з'єднання поздовжніх стрижнів. Для істотного зменшення кількості невідомих 
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запропоновано розсікати поперечні стрижні тільки в одному перерізі по черзі. 

Спочатку розглядається перший блок перехресно-стрижневої системи довжиною l, 

що дорівнює одному кроку поперечних стрижнів. (рис. 2.14). Таким чином, 

спочатку розглядається торцевий перетин з прикладеним зовнішнім навантаженням 

Mt. Поздовжні стрижні перехресно-стрижневої системи вважаються умовно жорстко 

забитими в площині, де розташовується наступний ряд поперечних стрижнів (на 

відстані 1 від торця). 

 

 

 
Рис. 2.12. Представлення верхньої полиці у вигляді поздовжніх і поперечних 

стрижнів 
 

 

 

 

  а )                                 б) 

Рис. 2.13. Представлення ребра (а) та нижньої полиці (б) у вигляді поздовжніх і 
поперечних стрижнів 
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Рис. 2.14. Стрижнева схема при розрахунку першого етапу 

 
Визначення зусиль в поздовжніх стрижнях здійснюється шляхом умовного 

розсічення поперечних стрижнів і розгляду умов спільності деформацій в місцях 

розтину (ця методика буде описана нижче). 

Зусилля в поздовжніх стрижнях першого блоку, визначені з рішення першого 

етапу задачі, прикладаються до торців поздовжніх стрижнів другого блоку (на 

відстані l від торця), які в свою чергу вважаються умовно закладеними в рівні 

початку третього блоку (на відстані 2l від торця). Знову визначаються зусилля в 

поздовжніх стрижнях, які прикладаються до стержнів наступного блоку, і т.д. Такий 

розрахунок повторюється до середини довжини блоку, що розраховується , тобто до 

lcrc/2 стільки раз, скільки кроків l в поздовжньому напрямку вибрано в розрахунковій 

схемі. 

Для визначення переміщень в рівні i-того блоку по довжині слід скласти всі 

переміщення блоків від першого (від середини розглянутого паралелепіпеда) до i-1-

го плюс переміщення самого i-того блоку. 

Така схема розрахунку дозволяє вирішувати задачу з кількістю невідомих в n 

разів меншим порівняно з рішенням шляхом розгляду всієї стрижневий системи, 

представленої в [239] (де n - число розрахункових блоків по довжині елемента). При 

цьому, правда, система рівнянь вирішується n раз, але, як відомо, рішення системи з 
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mxn невідомими складніше рішення системи з m невідомими n раз. Крім того, при 

такому поетапному вирішенні можна без праці вирішувати завдання зі зміненими 

твердостями поздовжніх стрижнів в результаті нелінійної роботи матеріалів і 

утворення тріщин. 

Перейдемо тепер до визначення зусиль в стержнях одного розглянутого блоку 

(див. рис. 2.14). Для створення основної схеми розрахунку методом сил розсічемо 

всі поперечні (і горизонтальні, і вертикальні) стрижні по середині (тобто в місцях 

умовного торкання середини граней поздовжніх стрижнів). У місці розтину в 

загальному випадку будуть діяти шість невідомих внутрішніх зусиль: зосереджені 

сили у напрямку трьох координатних осей і моменти щодо трьох координатних 

осей. У багатьох випадках цілком достатньо враховувати тільки невідомі 

зосереджені внутрішні сили в напрямку трьох координатних осей. Тоді статично 

невизначена система перетвориться в статично визначену систему поздовжніх 

стрижнів, до яких включені зовнішні сили, а в місцях розтину поперечних 

стрижнів - внутрішні невідомі сили. На рис. 2.15 показані внутрішні невідомі сили 

в перерізі j двох сусідніх поздовжніх стрижнів з номерами i та i + 1. При цьому на 

рис. 2.15 прийнято, що висота перерізу поздовжнього стрижня дорівнює с, а її 

ширина - a. Зліва від j-того перетину знаходиться i-й поздовжній стержень, 

праворуч - i + 1-й. Для визначення невідомих слід скласти рівняння спільності 

переміщень у напрямку трьох координатних осей в перерізі. Тобто переміщення 

зліва (на рис. 2.15) від j-го перетину в поздовжньому стрижні з номером i і 

поперечному горизонтальному стрижні праворуч від i-того поздовжнього стрижня 

повинні бути рівні переміщенням праворуч від цього перетину в i + 1-му 

поздовжньому стрижні і горизонтальному поперечному стрижні цього елемента. 

Аналогічно розглядається умова спільності деформацій у вертикальному перетині 

між двома сусідніми в вертикальному напрямку поздовжніми стрижнями. 
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Рис. 2.15. Невідомі сили, які діють в перерізі з номером j 

 

Поздовжні стрижні, як було сказано вище, мають осьову, згинальну і крутильне 

жорсткості, рівні відповідно до жорсткості стрижнів прямокутного перерізу, на які 

умовно поділено розраховується двотавровий перетин (див. рис. 2.11). 

Розглянемо тепер методику визначення жорсткості поперечних стрижнів, що 

імітують місцеві деформації поздовжніх. Так як основна схема передбачає, що всі 

поздовжні стрижні з'єднані в точках по середині вертикальних і горизонтальних 

граней, то в місці з'єднання відбуватимуться місцеві деформації від діючих 

внутрішніх сил. Окремий поздовжній стержень, з діючими по його правій 

вертикальній грані (в перетині j) силами показаний на рис. 2.16,а. На рис. 2.16,б 

показана розрахункова схема  з поздовжнім стержнем і поперечними стрижнями. 
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а)                                                    б) 

Рис. 2.16. Схема до визначення жорсткостей поперечних стрижнів 

розрахункової схеми 

 

Згинальна і осьова жорсткості поперечного стрижня справа на рис. 2.16,б 

повинна бути підібрана так, щоб реальна місцева деформація від сил T j, Sj і Hj в 

стрижні на рис. 2.16,а дорівнювала деформації поперечного стержня на рис. 2.16,б. З 

огляду на принцип незалежності дії сил, можна розглянути деформації від кожної з 

цих сил окремо. Для цього рекомендується підхід, прийнятий в (1,5). Відповідно до 

цього підходу, прямокутний паралелепіпед (див. рис. 2.16,а) слід змоделювати в 

будь-якому програмному комплексі (наприклад, Ansys, Lira і ін.) За допомогою 

об'ємних кінцевих елементів. До такої моделі прикласти одиничну силу (окремо для 

кожного випадку Tj, Sj і Hj) і зробити ряд розрахунків з різним значенням сторін 

прямокутного перетину і різним розташуванням сил по довжині паралелепіпеда. 

При цьому, з огляду на те, що при прикладенні зосередженої сили в точці, 
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деформації можуть необмежено зростати при зменшенні розмірів кінцевих 

елементів, пропонується прикладати розподілену на деякій площі навантаження, 

сума якої дорівнює необхідної силі H. 

На рис. 2.17 показаний приклад схеми для дії горизонтальних сил. Через H1, H2, 

... Hn позначені варіанти докладання зусиль по довжині паралелепіпеда. Крім того, 

варіюються розміри a і c поперечного перерізу. 

 

Рис. 2.17. Схема до визначення місцевих деформацій для випадку дії 

горизонтальних сил. 

В результаті серії розрахунків буде отримана функція виду: 

                                               (2.24) 

де yh - відстань від торця паралелепіпеда до точки прикладання сили по осі y 

(див. рис. 2.17). 

Виконана один раз така серія розрахунків може бути в подальшому 

використана при визначенні деформацій елемента будь-якого поперечного перерізу. 

Функцію, подібну (2.24) неважко отримати і для дії сил S і T, показаних на рис. 2.16. 

Маючи значення Δ для даної сили нескладно визначити осьову жорсткість EA 



   74 

 

стержня на рис. 2.16, б з умови: 

                                                  (2.25) 

 

Аналогічно з умови рівності місцевої деформації вздовж осі Y від дії сили T 

(отриманому за описаною вище схемою з використанням моделювання об'ємними 

кінцевими елементами) переміщенню поперечного стрижня (див. рис. 2.16, б) від 

цієї ж сили отримаємо згинальну жорсткість цього стрижня в напрямку осі Y. 

Складаючи для кожного j-того перерізу умови спільності деформацій зліва і 

праворуч від цього перетину (див. рис. 2.15) і аналогічно зверху і знизу перетину, 

отримаємо систему рівнянь для визначення всіх внутрішніх невідомих сил T j, Sj і Hj. 

З огляду на те, що в кожному перетині діють три невідомі внутрішні сили, система 

рівнянь буде складатися з 3 · n рівнянь з 3 · n невідомими, де n - кількість перетинів. 

У кожному i-тому поздовжньому стрижні в загальному випадку є чотири 

перерізи (див. рис. 2.15): зверху стрижня iv, знизу - in, зліва il і праворуч ir. На рис. 

2.15 перетин j є перетином ir для i-того стержня і перетином i + 1l для i + 1-го 

стержня. Після визначення всіх внутрішніх невідомих сил кожен поздовжній 

стержень розраховується як статично визначених стрижень, на який діє зовнішнє 

навантаження і внутрішні сили, певні з вирішення цього завдання. 

Як переваги запропонованого методу слід відзначити наступне. 

1. Маючи один раз отримані дані ( типу 2.24) на основі чисельних розрахунків 

схеми за рис. 2.17, ми можемо визначати переміщення при крученні будь-якого 

елементу. При цьому жорсткість поперечних стрижнів перехресно-стрижневої 

системи (див. рис. 2.12, 2.13, 2.16) підбирається в залежності від глибини 

розташування по довжині елемента від його торця, що нескладно зробити в досить 

простій програмі розрахунку. 

2. Як було сказано вище, при поетапному «просуванні» від торця елемента в 

його глиб шляхом розгляду одного кроку l поперечних стрижнів система рівнянь 

виходить значно меншого розміру. 
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3. Запропонований метод стрижневої апроксимації дозволяє розраховувати 

стрижні будь-якого поперечного перерізу. 

4. Запропонованим методом легко вирішується завдання розрахунку не тільки 

на крутіння, а й на вигин з крученням. Для цього в торці елемента прикладаються не 

тільки крутний момент Mti (див. рис. 2.15, 2.16), а й згинальні моменти, а також 

поздовжні сили. 

5. Методика розрахунку дозволяє використовувати будь-які залежності 

діаграми деформування матеріалів, тому що при нелінійному розрахунку в кожному 

поздовжньому або поперечному стрижні окремо можна змінювати його параметри 

жорсткості будь-якими відомими методами розрахунку залізобетонних стрижневих 

елементів. 

6. Методика дозволяє розраховувати на кручення елементи, до торця яких 

додані крутний момент, розподілені яким завгодно чином, в тому числі при дії 

моменту на частини перетину, що практично не можливо при використанні 

класичних методів теорії пружності [6], в яких передбачається, що дотичні 

напруження рівномірно розподілені по торцевому перетину. 

7. Методику розрахунку досить просто уточнити шляхом обліку моментів щодо 

координатних осей. При цьому в кожному перетині слід враховувати шість 

складових зусиль (крім розглянутих тут сил уздовж осей ще й моменти щодо 

координатних осей). 

2.2.3. Визначення переміщень берегів тріщини апроксимаційним методом 

Як буде показано нижче, нагельного сила Q в поздовжній арматурі 

визначається за виразом: 

edsmQed

MtQ
,2 


 ,                                                  (2.26) 

де ∆Mt, ∆Qed  - відповідно переміщення берегів тріщини (див. рис. 2.1) від дії 

зовнішнього моменту Mt і одиничної нагельної сили Q=1. 

Розглянемо більш докладно визначення величин у виразі (2.26). 

Це завдання можна вирішувати як наближеним способом [10], так і з 
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використанням методу скінченних елементів. Одним з недоліків вирішення цього 

завдання, як було сказано вище, є умова використання великої кількості об'ємних 

скінчених елементів, що ускладнює як створення розрахункової схеми, так і аналіз 

результатів розрахунку, тим більше, що це є тільки частиною вирішення загальної 

задачі про напружено-деформований стан залізобетонного елемента з нормальними 

тріщинами при крученні. 

Одним із способів вирішення задачі про визначення переміщення берегів 

тріщини при крученні є запропонований в [1] метод. Його використання може 

істотно спростити рішення інженерної задачі. 

Слідуючи [1] можна припустити, що взаємне переміщення берегів тріщини буде 

чіткої функцією від висоти стиснутої зони, розмірів перетину балки і відстані між 

тріщинами. 

Як приклад наведена таблиця 2.2 [238] порівняння переміщень, отриманих в 

результаті апроксимації, з переміщеннями, отриманими безпосередньо з розрахунків 

за програмою Lira з використанням об'ємних скінчених елементів. У графі 6 таблиці 

наведені значення переміщень, отриманих за МСЕ (програма Lira). У графі 7 - 

переміщення, отримані на основі апроксимації в середовищі Matlab. Як видно з 

таблиці значення в графах 6 і 7 збігаються з досить високою точністю, що 

підтверджує правильність прийнятого підходу до вирішення завдання. 

Аналогічний підхід досить просто застосувати для елементів з будь-якою іншою 

формою перерізу, в тому числі двотаврового, який досліджується в даній дисертації. 

При цьому кількість змінних даних для апроксимації може бути різним. 

Таблиця 2.2. Порівняння переміщень берегів тріщини, отриманих за програмою 

Lira з використанням об'ємних скінчених елементів і апроксимаційним методом 

[238] 
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№ п/п 

відстань 

між 

тріщинами 

lcrc(мм) 

x (мм) b (мм) h, (мм) 

Переміщення                  

∆·10
3
 (мм) Похибка 

(%) 
MКЭ 

Апро-

ксимація 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 

400 30 

60 140 5.2469 5.3575 2.11 

2 80 140 2.72018 2.7735 1.96 

3 100 140 1.641188 1.6743 2.02 

4 140 140 0.770339 0.8139 5.65 

5 60 160 6.40637 6.4858 1.24 

6 80 160 3.288858 3.3262 1.14 

7 100 160 1.96683 1.9898 1.17 

8 160 160 0.688064 0.6992 1.62 

9 120 120 0.89508 0.90685 1.31 

10 90 130 1.87789 1.8287 2.62 

11 90 150 2.292 2.263 1.29 

12 130 150 0.99102 1.0638 7.34 

13 150 150 0.71663 0.7994 11.55 

 

Так, наприклад, для таврового елемента з шириною верхньої полиці b1, її 

товщиною h1, шириною ребра b2, висотою ребра h2 на основі серії розрахунків за 

програмою «Ліра» з використанням об'ємних скінчених елементів були отримані 

дані чисельного експерименту для кута взаємного повороту θ двох блоків , 

відокремлених нормальної тріщиною. Апроксимація даних чисельного 

експерименту за методикою Каленчук-Порханової [238] має вигляд: 

95905,16

1886524,000011792,0

22

11






hb

hb

                                                       (2.27) 

Наявність формули (2.27) дозволяє обчислити кут взаємного повороту берегів 

тріщини для будь-яких значень геометричних параметрів таврового елемента. Слід 
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зазначити, що формула (2.27) отримана на основі даних чисельного експерименту з 

варіюванням геометричних даних таврового перетину при конкретної висоті 

стиснутої зони (в даному випадку - це товщина полиці тавра). Якщо висота 

стиснутої зони також повинна змінюватися, то функція кута повороту θ буде 

містити не чотири змінні (як в (2.27), а п'ять, включаючи висоту стиснутої зони 

(зони, через яку передається крутний момент з блоку на блок). Але в будь-якому 

випадку, отримана один раз (хоча і на основі досить складного набору даних 

чисельного експерименту) ця функція в подальшому може бути використана в 

практиці проектування скільки завгодно раз. 

Створення бібліотеки апроксимаційних функцій (подібно 2.27) дозволить істотно 

спростити вирішення багатьох завдань визначення характеристик жорсткості 

параметрів залізобетонних елементів з тріщинами, які можуть увійти як окремий 

блок в існуючі програмні комплекси.  

При визначенні характеристик жорсткості параметрів залізобетонного елемента з 

нормальними (або похилими) тріщинами при крученні для визначення переміщень 

будь-яких точок слід скласти апроксимаційні вирази (на основі деякої кількості 

розрахунків за допомогою МСЕ), в яких повинні варіюватися розміри перетину b і h, 

висота стиснутої зони (висота зони, через яку передається крутний момент), а також 

довжина блоку, відокремленого нормальними тріщинами, кут нахилу тріщини (в 

разі похилих тріщин) і т.д. 

Наприклад, коли висота стиснутої зони знаходиться в межах ребра 

залізобетонного елемента двотаврового перерізу (рис. 2.18), переміщення берегів 

тріщини (кута взаємного повороту двох блоків, відокремлених нормальної 

тріщиною) буде функцією семи змінних: 

                                                     (2.28)  

Апроксимація такої функції семи змінних може бути проведена за методикою, 

Каленчук-Порханової [238]. 
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Рис. 2.18. Схема до визначення параметрів апроксимації для залізобетонного 

двотаврового перерізу з нормальною тріщиною 
 

Слід зазначити, що вся база апроксимаційних даних може бути отримана для 

конкретних значень модуля пружності E і модуля зсуву G бетону. З огляду на те, що 

ця задача лінійна, для отримання переміщень в елементі з іншими значеннями 

модулів пружності і зсуву легко помножити їх на відношення відповідних 

параметрів даної конструкції (або відповідної стадії ітерації) на параметри, наведені 

в базі даних.  

Переваги запропонованого вище методу визначення жорсткості на за 

допомогою створення бази апроксимаційних даних полягає ще й в тому, що він 

дозволяє враховувати нелінійні властивості бетону. З огляду на, що розрахунок з 

урахуванням нелінійних властивостей матеріалів ведеться за допомогою ітерацій, то 

на кожному кроці ітерацій слід приймати нові деформаційні характеристики. В 

основі ж даних взаємне переміщення берегів нормальної тріщини є функцією 

геометричних параметрів і висоти стиснутої від згину зони (висоти нормальної 

тріщини) типу виразу (2.28), отриманої для конкретних фіксованих значень модуля 

пружності E і модуля зсуву G бетону. Отже, маючи експериментальні дані цих 

параметрів для конкретної розглянутої випадку, на кожному кроці ітерації ми 

використовуємо вираз типу (2.28) з коригуванням на значення модулів пружності і 
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зсуву на поточній ітерації до цих параметрів, прийнятим в базі даних. 

Що стосується експериментальних даних про зміну модуля пружності бетону, 

то їх в літературі є досить велика кількість. Експериментальні дані про нелінійну 

зміну модуля зсуву бетону вперше були отримані у [55]. У цих роботах була 

запропонована експериментально обґрунтована діаграма зсуву бетону, що має 

невелику ділянку низхідній гілці. Дані по нелінійному деформуванні при крученні 

наведені також в роботах [226-228]. 

Таким чином, маючи апарат визначення жорсткості на залізобетонного 

елемента з нормальними тріщинами з урахуванням нелінійних властивостей бетону, 

ввівши його як один блок розрахунку в програмні комплекси, згадані вище, ми 

можемо розраховувати складні багаторазово статично невизначені системи 

(перекриття, мости, каркаси будівель і т. п.) з урахуванням впливу жорсткості на 

перерозподіл зусиль між окремими елементами системи. 

2.3. Інженерний спосіб визначення переміщень у тріщині 

 

У загальному випадку висота зони над нормальною тріщиною x1 з лівого боку 

блоку В і висота x2 з правого боку цього блоку не рівні (рис. 2.19). При цьому висота 

зони без тріщин може перебувати як в межах ребра двотаврової балки, так і в її 

полицях. 

Крутний момент від блоку А до блоку В передається через частину перетину. У 

місці наявності тріщини жорсткість перерізу (як згинальна, так і крутильна) різко 

змінюється. В роботі [10] було показано, що в такому випадку елемент можна 

розраховувати як умовний елемент з перетином, висота якого змінюється за деякою 

кривою. Уявімо, що в нашому випадку висота елемента змінюється за законом 

прямої лінії. При цьому вона змінюється від малої величини x1 (для блоку В на рис. 

2.19 зліва направо) до повної висоти h. Аналогічно з правого боку блоку В лінія 

зміни розрахункової висоти перетину буде змінюватися від x2 до h. Позначимо через 

α кут нахилу цих ліній до горизонталі. 
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Рис. 2.19. Схема крутіння двотаврового елемента з нормальними тріщинами 

 

На довжині l3 = lcrc-l1-l2 елемент має повну висоту перетину, а, отже, і повну 

жорсткість. Довжину блоку В між нормальними тріщинами позначимо через lcrc, що 

є відстанню між похилими тріщинами, яке може бути визначено за будь-яким з 

відомих методів, в тому числі за нормативними документами. 

У перетині з тріщиною зліва від блоку В момент інерції при крученні Jcrc,1 буде 

дорівнювати моменту інерції таврового елемента висотою x1 і полицею в верхній 

зоні; в перерізі праворуч від цього блоку момент інерції при крученні Jcrc,2 буде 

дорівнювати моменту інерції тавра з висотою перетину x2. 

З огляду на прийняте припущення про лінійну зміну висоти, ми можемо уявити 

двотаврову балку у вигляді елемента зі ступенчастою змінною висотою (рис. 2.20). 

При цьому висота перетину на довжині l1 і на довжині l2 відповідно буде 

визначатися по формулами з геометричних побудов: 

2
;

2

2
2,

1
1,

hx
h

hx
h ekvekv





                                               (2.29) 
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Рис. 2.20. Схема подання елемента із ступінчастим зміною висоти 

 

Крутильні жорсткості елементів на ділянках довжиною l1 і l2 будуть 

визначатися як для таврових елементів з відповідною висотою перетину hekv,1 і 

hekv,2, а на ділянці довжиною l3=lcrc-l1-l2 - як для двотаврового елемента з повною 

висотою перетину h. 

Довжини l1 і l2 легко визначаються з геометричних побудов при відомому куті 

нахилу α (див. рис. 2.19). Знаючи висоти hekv,1 і hekv,2, а також довжини l1 і l2, не 

важко вирахувати всі моменти інерції при крученні J1, J2 і J3, а, отже, і жорсткості на 

цих відповідних ділянках GJ1, GJ2 і GJ3. 

Для вирішення основного завдання визначення жорсткості при крученні 

елемента з нормальними тріщинами потрібно знати взаємне зміщення точок 1 і 2 на 

рис. 2.19. Для цього слід від кута повороту між точками 1 і 3 відняти кут повороту 

між точками 2 і 3, тобто: 

323121                                              (2.30) 

Кут повороту між точками 2 і 3 визначається відомими методами опору 

матеріалів [270] для двотаврового елемента з повною висотою перетину h: 

3

3
32

GJ

lM t                                                       (2.31) 



   83 

 

А кут повороту між точками 1 і 3 (див. рис. 2.19) з врахуванням рис. 1 як 

елемент зі східчастою зміною висоти перетину по рис.2.20 буде визначено з виразу: 

.
J

l

J

l

J

l

G

M

3

3

2

2

1

1t
31 








                                    (2.32) 

де J1 і J2, як було сказано вище, це моменти інерції при крученні таврів з 

висотою відповідно hekv,1 і hekv,2, а J3-момент інерції двотаврового (повного) 

перетину з повною висотою h (див. рис. 2.20). 

Якщо відстань між тріщинами lcrc таке, що l3=lcrc-l1-l2≤0, то у формулі (2.32) 

член, що містить момент інерції J3 буде відсутній, а моменти інерції J1 і J3 

дорівнюватимуть моментам інерції елемента з висотами відповідно: 
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де через hsr позначена висота від верхньої грані елемента до точки перетину 

похилих прямих зліва і справа (див. рис. 2.19). 

Слід зазначити, що якщо величина еквівалентної висоти hekv,1 або hekv,2 буде 

такою, що hekv>h-hf1 (де hf1 - товщина верхньої полиці двотавру), то момент інерції J1 

(або J2) буде вже визначатися як для двотаврового перетину з нижньою полицею, 

товщина якої дорівнює h-hekv. 

Для перевірки достовірності та точності методики розрахунку було проведено 

порівняння розрахунків за наведеною методикою з розрахунками в програмі Ліра з 

використанням об'ємних скінчених елементів. Нижче в таблиці 2.3 наведені дані 

такого порівняння. Розглядалася двотаврова балка з повною висотою перетину 

h=220 мм. Варіювалися ширина bf1 верхньої полиці і її товщина hf1; ширина і 

товщина нижньої полиці bf2 і hf2; висота h3 і товщина t стінки. Крім того варіювалася 

висота тріщини hcrc і відстань між тріщинами lcrc. Кут α в розрахунковій схемі за рис. 

2.19 був прийнятий рівним 45
о
. У таблиці наведено переміщення від взаємного 

повороту між точками 1 і 3 (див. рис. 2.19), обчислені за запропонованою 

методикою і в програмі Ліра. 
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Таблиця 2.3. 

Порівняння переміщень, визначених за розробленою методикою і за 

програмою Ліра із застосуванням об'ємних кінцевих елементів 

№ 

п/п 

bf1 

(м) 

hf1 

(м) 

bf2 

(м) 

hf2 

(м) 

t 

(м) 

h3 

(м) 

hcrc 

(м) 

lcrc 

(м) 

Δteor*100 

(мм) 

ΔLira*100 

(мм) 

Похибка 

δ % 

1 0.30 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.110 0.30 80.65 87.81 8.15 

2 0.30 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.123 0.30 84.37 91.80 8.09 

3 0.30 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.174 0.30 102.37 106.64 4.00 

4 0.30 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.142 0.30 90.48 97.69 7.38 

5 0.30 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.045 0.30 65.72 70.00 6.11 

6 0.30 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.058 0.30 68.22 74.73 8.72 

7 0.20 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.110 0.30 105.88 111.22 4.80 

8 0.20 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.123 0.30 112.09 117.69 4.76 

9 0.20 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.174 0.30 143.00 143.56 0.39 

10 0.20 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.142 0.30 122.42 127.58 4.04 

11 0.20 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.045 0.30 81.56 83.78 2.66 

12 0.20 0.03 0.09 0.05 0.03 0.15 0.058 0.30 85.55 90.55 5.52 

13 0.30 0.04 0.09 0.05 0.03 0.14 0.110 0.30 43.92 49.02 10.41 

14 0.30 0.04 0.09 0.05 0.03 0.14 0.123 0.30 45.08 50.28 10.35 

15 0.30 0.04 0.09 0.05 0.03 0.14 0.174 0.30 50.48 54.21 6.88 

16 0.30 0.04 0.09 0.05 0.03 0.14 0.142 0.30 46.99 52.01 9.66 

17 0.30 0.04 0.09 0.05 0.03 0.14 0.045 0.30 39.12 43.53 10.14 

18 0.30 0.04 0.09 0.05 0.03 0.14 0.058 0.30 39.95 45.31 11.84 

Середнє значення % 6.9 

Коефіцієнт варіації % 0.45 

 

Дані таблиці свідчать про достатню точність запропонованого інженерного 

методу. Слід зазначити, що при проведенні розрахунків за запропонованою 
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методикою крутильні жорсткості таврових елементів визначалися як сума 

жорсткостей прямокутників, що складають тавр. Якщо жорсткість таврів визначати 

по точній методиці [194], то збіг результатів з даними розрахунком за програмою 

Ліра буде ще більшим. 

2.4. Висновки за розділом 2 

1. Нормальні тріщини впливають на крутильну жорсткість і міцність 

залізобетонних елементів. У нормах проектування всіх країн відсутня методика 

розрахунку міцності і жорсткості стрижневих залізобетонних елементів з 

нормальними тріщинами при крученні. Це пов'язано в першу чергу з не вивченістю 

питання визначення жорсткості стрижневих залізобетонних елементів з 

нормальними тріщинами при крученні.  

2. При крученні елемента з нормальними тріщинами опір крутному моменту 

чинить поздовжня арматура і частина бетонного перерізу без тріщин. Для 

визначення жорсткості при крученні елемента з нормальною тріщиною основним і 

найскладнішим завданням є визначення взаємного переміщення берегів нормальної 

тріщини з умовно розсіченою арматурою. Після визначення взаємного зсуву берегів 

тріщини неважко обчислити крутильну жорсткість елемента з нормальними 

тріщинами, а також міцність елемента з нормальними тріщинами при крученні. 

3. В розділі наведена методика визначення взаємного переміщення берегів 

нормальної тріщини для елементів двотаврового перерізу. Методика відрізняється 

своєю простотою і достатньо точною для практичних розрахунків. Застосування 

методики дозволяє розраховувати крутильну жорсткість елементів двотаврового 

перерізу без використання складних програмних комплексів. Показано, що 

використання запропонованої методики дозволяє уникнути громіздкого і 

трудомісткого використання об'ємних кінцевих елементів. 

4. Для визначення переміщень при крученні стрижнів двотаврового 

поперечного перерізу запропоновано апроксимувати його перехресно-стрижневої 

системою. При цьому запропоновано розглядати послідовне визначення невідомих в 

кожному ряді поперечних стрижнів з метою зменшення кількості невідомих. 
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Переваги методики полягають в можливості розрахунку елемента будь-якого 

поперечного перерізу і з урахуванням нелінійних властивостей матеріалів, а також в 

можливості розрахунку як на кручення, так і на вигин з крученням. 

5. Запропоновано спосіб визначення переміщень в нормальній тріщині за 

допомогою апроксимації функцій переміщень, отриманих з вирішення певної 

кількості завдань із застосуванням методу скінченних елементів. 

6. Показані переваги пропонованих методик визначення взаємного зміщення 

берегів нормальної тріщини в порівнянні з вирішенням цього завдання за 

допомогою об‘ємних скінчених елементів. Показано, що перевагою запропонованих 

методик є їх відносна простота, а недоліком - наближеність, оскільки мають місце 

деякі спрощуючи гіпотези. 

7. Порівняння результатів, отриманих за розробленою методикою, з даними 

розрахунку за МСЕ з застосуванням об'ємних скінчених елементів, показало її 

достовірність, що дозволяє використовувати запропоновану методику для 

визначення переміщень при крученні. 

8. Переміщення в нормальній тріщині при крученні залізобетонного 

двотаврового елемента запропоновано визначаєти представленням такого елемента 

у вигляді елемента із ступінчастою зміною висоти перетину. Показано, що якщо 

прийняти кут нахилу зміни висоти перетину від нормальної тріщини рівним 45о 

результати розрахунків за запропонованою методикою мають гарний збіг з 

розрахунками за програмою Ліра із застосуванням об'ємних скінчених елементів. 
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РОЗДІЛ 3. 

ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ ЖОРСТКОСТІ ТА МІЦНОСТІ 

ЗАЛІЗОБЕТОННИХ ЕЛЕМЕНТІВ ДВОТАВРОВОГО ПЕРЕІЗУ З 

НОРМАЛЬНИМИ ТРІЩИНАМИ 

 

3.1. Методика випробувань, експериментальні зразки, установка для 

експерименту і прилади 

 

В ході експерименту передбачалося дослідити крутильну жорсткість і міцність 

залізобетонних елементів двотаврового перетину з нормальними тріщинами на 

моделях. Були виготовлені зразки з розмірами, показаними на 

рис. 3.1 

 

 
Рис. 3.1. Розміри експериментальних зразків 

 

Метою досліджень було встановлення характеру зміни характеристик 

жорсткості параметрів зразків з різними діаметрами поздовжньої арматури і різними 

розмірами поперечного перерізу. З причини того, що теоретично було встановлено 

(див. розділ 2 і 4 дисертації), що для двотаврових елементів з малою товщиною 

стінки висота тріщини грає не істотну роль, було прийнято рішення прийняти 

однакову висоту нормальної тріщини, яка дорівнює половині висоти перерізу 

елемента, а варіювати розмірами поперечного перерізу та діаметром арматури. 
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Крім того, зважаючи на висновки, що були зроблені у розділі 1, було прийнято 

рішення зробити таку установку для випробування, щоб кручення зразків було 

чистим (без стиснення). 

Штучні нормальні тріщини були створені за допомогою пластинок з оргскла, 

які вставляли в місці розташування тріщини при укладанні бетону в опалубку. Такі 

тріщини поділяли зразки по довжині на окремі блоки, пов'язані між собою частиною 

бетону без тріщин і поздовжньою арматурою (рис.3.2). Довжина блоків становила 

300 мм. Крім того, три зразки були зроблені суцільними, без штучних нормальних 

тріщин. 

 

 

Рис. 3.2. Схема утворення штучних тріщин і армування зразків; 
1 -  вставка з оргскла 

 

Ширина нижньої полиці для всіх зразків була однаковою і становила 85 мм; її 

товщина - 45 мм. Товщина ребра також не варіювалася і дорівнювала 30 мм. 

Варіювалася ширина bf  і товщина hf верхньої полиці, а також діаметр поздовжньої 

арматури. Верхня полиця не була армована сіткою для виключення впливу арматури 

з метою більш точного визначення її міцності. Маркування експериментальних 

зразків балок наведена в таблиці 3.1. 

Пристосуваннями для вимірювання взаємного зміщення блоків, 

відокремлених штучними нормальними тріщинами (рис. 3.3), слугували дві рамки із 

сталевої смуги завтовшки 4 мм (поз. 1 на рис. 3.3), що прикріплюються до поверхні 

зразка притискними болтами 2, і забезпечують незмінність розташування 
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індикаторів щодо зразка в процесі вимірювання деформацій. У приварених до 

центру рамок 1  утримувачах 3 з круглої сталі Ø12 мм встановлювалися індикатори 

годинникового типу 4 [91] з ціною поділки 0,01 мм  (рис. 3.3). Індикатори 

встановлювали з двох сторін зразка. 

Таблиця 3.1. 

Маркування експериментальних зразків 

№ Марка зразка  Розміри верхньої 

полиці 

(мм) 

Діаметр 

поздовжньої 

арматури 

(мм) bf hf 

1 1-1-1 300 30 8 

2 1-2-1 300 30 10 

3 1-3-1 300 30 12 

4 2-1-1 300 40 8 

5 2-2-1 300 40 10 

6 2-3-1 300 40 12 

7 3-1-1 200 30 8 

8 3-2-1 200 30 10 

9 3-3-1 200 30 12 

10 без тріщин 300 30 8 

11 без тріщин 300 30 10 

12 без тріщин 300 30 12 

 

Індикатори 4 затискалися в утримувачах 3 болтами 5. Через горизонтальні 

отвори в утримувачах 3, приварених по центру рамок 1, пропускалися прутки 6 з 

круглої сталі Ø8 мм і затискалися болтами. До кінця прутків 6 горизонтально 

приварювалися тонкі сталеві пластинки 7, на які вільно спиралися ніжки індикаторів 

4 відповідно (рис.3.3). 
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Загальний вигляд стенду з встановленою балкою та закріпленими 

індикаторами показано на рис. 3.4. Схема стенду показана на рис. 3.5. 

 

 

 

Рис. 3.3. Схема кріплення індикаторів для вимірювання переміщень  

 

 
Рис. 3.4. Загальний вигляд стенду з зразком 
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Рис. 3.5. Схема експериментального стенду 

 

Опорна рамка 3 була жорстко приварена до випробувального стенду. Рамка з 

іншого боку зразка була шарнірно обперта на випробувальний стенд. До рамки 

приварений важіль, на який підвішували піддон для укладання штучних вантажів. 

Методика проведення експерименту для всіх зразків полягала в наступному: 

1. В опорні торцеві рамки експериментальної установки укладали зразок з 

встановленими на нього двома рамками зі смугової сталі; 

2. Встановлювали рамки як показано на рис.3.3 і фіксували на зразку за 

допомогою притискних болтів. Між рамками витримували відстань в 300 мм (база 

вимірювань), що дорівнює довжині блоку між тріщинами; 

3. Заміряли відстань від ніжок індикаторів І-1 і І-2 до стінки двотаврового 
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зразка; 

4. Зразки завантажували поетапно укладанням у піддон металевих штучних 

вантажів, які мали приблизно однакову вагу. Попередньо всі штучні вантажі були 

зважені і замарковані. Час витримки експериментального зразка під навантаженням 

становив 10 хвилин. Ступеневе навантаження зразка проводилося аж до його 

руйнування; 

5. В журнал запису відліків за індикаторами годинникового типу вносилися 

дані щодо переміщень блоків. 

Таким чином, при дослідженні характеристик жорсткості зразків за 

допомогою індикаторів годинникового типу замірялися переміщення одного блоку 

відносно іншого, відокремленого штучної нормальної тріщиною. Маючі значення 

переміщень визначали кути закручування зразків. 

3.2.  Характеристика експериментальних зразків 

 

Згідно з  [42] була визначена кубова міцність бетону, з якого формувалися 

зразки. Всього було виготовлено шість контрольних кубів з розмірами граней 

100х100х100 мм. Склад бетону підбирався за методикою [28] таким чином, щоб 

його клас відповідав класу С 16/20. 

Для визначення модуля деформації бетону було виготовлено вісім призм 

розмірами 150х150х600 мм (рис.3.6). Методи виготовлення, відбирання зразків, 

обладнання та прилади і методика випробувань відповідали [43, 46]. 
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На бетонну призму за допомогою притискних болтів кріпилися сталеві рамки 

Р-1 і Р-2 з листової сталі товщиною 4 мм. Відстань між центрами рамок (база 

вимірювань) становила 200 мм. У вертикальні отвори утримувачів 2, виконаних з 

круглої сталі і приварених до кожної з чотирьох граней рамки Р-1 за допомогою 

притискних болтів 3, встановлювалися індикатори годинникового типу (І-1, І-2, І-3, 

І-4 відповідно). У вертикальних отворах чотирьох нижніх утримувачів 2, 

приварених до граней рамки Р-2, затискалися болтами 3 вертикальні прутки 7, до 

кінця яких приварювалися горизонтальні тонкі пластинки 6. Ніжки індикаторів 

вільно спиралися на пластинки 6. Призма з рамками встановлювалася між плитами 

випробувального преса. 

Схема кріплення індикаторів показана на рис.3.6. 
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Рис. 3.6. Пристосування для кріплення індикаторів 
на призмі 

 

На рис. 3.6 позначено: 1-індикатор годинникового типу; 2-пруток під 

індикатор, приварений до сталевої опорної рамки; 3-притискні болти; 4-сталева 

рамка; 5 призма; 6-сталева тонка пластинка; 7- вертикальний пруток. 

Випробування для визначення модуля деформації бетону проводилися шляхом 

поступового навантаження призм стандартних розмірів осьовим стискаючим 

навантаженням до рівня 40% ± 5% від руйнівного навантаження. В процесі 

навантаження вимірювалися деформації зразків. Значення руйнівного навантаження 

було отримано раніше за даними випробувань зразків-кубиків. Завантаженість 

зразка до рівня руйнівного навантаження проводилося ступенями, рівними 10% від 

очікуваної величини руйнівного навантаження. Швидкість навантаження в межах 

кожного ступеня складала (0,6 ± 0,2) МПа/с. На кожному ступені проводилася 

витримка зразка під навантаженням протягом 5 хвилин. У журнал вимірювань 

записувалися відліки за індикаторами на кожній ступені завантаження. 

Модуль деформації бетону склав 25000 МПа. Міцність бетону при 

розтягуванні була взята з таблиці 3.1 ДБН В.2.6-98: 2009 шляхом інтерполяції між 

реальним визначеним модулем деформацій і найближчими значеннями модулів 

деформацій (менший і більший), взятих з цієї таблиці для сусідніх класів бетону. 

Таким чином, міцність бетону на розтяг склала fctk=2.7 МПа. 
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З причини того, що крутильна жорсткість зразків двотаврового перетину 

залежить в основному від нагельної складової зусиль в поздовжній арматурі, її 

міцність не перевірялася. Арматура для армування зразків була прийнята класу 

А500С. 

3.3. Напружено-деформований стан і міцність залізобетонних балок з 
нормальними тріщинами 

 

Для аналізу експериментальних даних і встановлення залежності між 

параметрами деформування (кутом закручування блоків, відокремлених тріщинами) 

і величиною зовнішнього навантаження були побудовані графіки «крутний момент-

кут закручування». Ці графіки наведені на рис. 3.7-3.15. На рисунках 3.7-3.15 

показані також максимальні крутні моменти при рунуванні. 

 

Рис. 3.7. Кути закручування і руйнуючи моменти для балки з розмірами: 
bf=300; hf=30; ds=8 
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Рис. 3.8. Кути закручування і руйнуючи моменти для балки з розмірами: 

bf=300; hf=30; ds=10 

 

Рис. 3.9. Кути закручування і руйнуючи моменти для балки з розмірами: 

bf=300; hf=30; ds=12 
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Рис. 3.10. Кути закручування і руйнуючі моменти для балки з розмірами: 

bf=300; hf=40; ds=8 

 

Рис. 3.11. Кути закручування і руйнуючі моменти для балки з розмірами: 

bf=300; hf=40; ds=10 
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Рис. 3.12. Кути закручування і руйнуючі моменти для балки з розмірами: 

bf=300; hf=40; ds=12 

 

Рис. 3.13. Кути закручування і руйнуючі моменти для балки з розмірами: 

bf=200; hf=30; ds=8 
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Рис. 3.14. Кути закручування і руйнуючі моменти для балки з розмірами: 

bf=200; hf=30; ds=10 

 

Рис. 3.15. Кути закручування і руйнуючі моменти для балки з розмірами: 

bf=200; hf=30; ds=12 

 

На рисунках 3.7-3.15 окрім залежностей «крутний момент-кут закручування» 

показані максимальні значення крутного моменту Mmax, тобто руйнуючого крутного 

моменту. На передостанніх етапах навантаження вимірюючи прибори були прибрані 
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для попередження їх руйнування. 

З графіків можна бачити, що залежність «крутний момент-кут закручування» є 

практично лінійною. Суттєві нелінійні деформації з‘являлися на останніх етапах 

навантаження перед руйнуванням. Тому при нормативних навантаженнях можна 

вважати роботу зразків лінійною. 

Балка з розмірами bf=300; hf=40; ds=12 (див. рис. 3.12) була передчасно крихко 

зруйнована від виколу поздовжньої арматури, що скоріш за все є недоліком її 

бетонування. Тому її руйнуючий момент значно менший за руйнуючи моменти 

інших балок цієї ж серії. 

Картина тріщиноутворення усіх зразків з штучними нормальними тріщинами 

мала подібний характер. З вершини штучної тріщини з‘являлася похила тріщина, 

яка розповсюджувалась до верхньої полиці балки. В подальшому картина декілька 

етапів навантаження оставалася незмінною. В деяких зразках відбувалося 

відшарування бетону біля поздовжньої арматури, але це не впливало на міцність 

зразків, за виключенням зразка (див. рис. 3.12). При подальшому навантаженні в 

верхній полиці балки з‘являлася просторова тріщина. При цьому деформації суттєво 

збільшувалися. Після чого наставав момент руйнування балки. 

На рис. 3.16-3.18 показано загальний вигляд похилих тріщин з початком у 

вершині штучної нормальної тріщини. 

 

Рис. 3.16. Похила тріщина від вершини штучної нормальної тріщини у балці Б-1-1-1 
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Рис. 3.17. Похила тріщина від вершини штучної нормальної тріщини у балці Б-1-2-1 

 

Рис. 3.18. Похила тріщина від вершини штучної нормальної тріщини і відшарування 

арматури у балці Б-1-3-1 
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На рис. 3.19-3.24 показано загальний вигляд балок при руйнуванні 

 

Рис. 3.19. Руйнування балки Б-2-1-1 

 

 

Рис. 3.20. Загальний вигляд просторової тріщини руйнування верхньої полиці. Балка 

Б-2-2-1 
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Рис. 3.21. Загальний вигляд руйнування балки Б-2-3-1 

 

Рис. 3.22. Передчасне руйнування балки від виколу поздовжньої арматури 
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Рис. 3.23. Руйнування опорної частини балки 

 

Рис. 3.24. Викол поздовжньої арматури після руйнування верхньої полиці 
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Аналізуючи експериментальні дані можна констатувати, що наявність 

поздовжньої арматури впливає на міцність і жорсткість балок з нормальними 

тріщинами. Достатньо велику частину зовнішнього крутного моменту сприймають 

нагельні сили в поздовжній арматурі. Різницю між зовнішнім крутним моментом і 

моментом нагельних сил в арматурі сприймає верхня полка двотаврового елементу. 

При відсутності поздовжньої арматури верхня полка може руйнуватись при 

навантаженнях, набагато менших, ніж руйнуюче навантаження балок з 

поздовжньою арматурою. Цей факт підтверджує і передчасне руйнування балки, яка 

описана вище, від виколювання поздовжньої арматури. 

3.4. Напружено-деформований стан і міцність залізобетонних балок без 
штучних тріщин 

Балки без штучних тріщин були випробувані для порівняння з балками з 

штучними нормальними тріщинами. Було випробувано три балки без тріщин.  

Розміри усіх трьох балок були однакові bf=300; hf=30 мм. Діаметр арматури 8, 10 та 

12 мм. Робота практично усіх балок була лінійною. Нелінійність проявлялася на 

високих рівнях навантаження.  

На рис. 3.25-3.27 показані графіки «навантаження-кут закручування» для 

балок без штучних нормальних тріщин. 

 

Рис. 3.25. Кути закручування і руйнуючі моменти для балки без тріщин; ds=8 
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Рис.3.26. Кути закручування і руйнуючи моменти для балки без тріщин;ds=10 

 

Рис. 3.27. Кути закручування і руйнуючі моменти для балки без тріщин; ds=12 
 

Для порівняння з експериментальними даними на рис. 3.25-3.27 наведені 

графіки пружного розрахунку цих балок у програмі Ліра з використанням об‘ємних 

скінчених елементів. Рисунки підтверджують пружний характер роботи до високих 

рівнів навантаження. 

На відміну від балок з штучними нормальними тріщинами в цих балках 

спочатку з‘являлися похилі тріщини в ребрах. Потім ці тріщини розповсюджувались 
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в нижню полицю і верхню полицю. У верхній полиці з‘являлася просторова 

тріщина. При цьому деформації різко зростали. Після цього балки руйнувалися в 

результаті втрати несучої здатності верхньої полиці. Руйнуючи моменти балок без 

тріщин були  дещо більшими ніж  моменти балок з тріщинами. 

На рис. 3.28-3.32 показано загальний вигляд тріщиноутворення і руйнування 

балок без штучних нормальних тріщин. 

 

 

Рис. 3.28. Похила тріщина у ребрі 
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Рис. 3.29. Розкриття похилої тріщини у ребрі 

 

Рис. 3.30. Просторова тріщина у верхній полиці 
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Рис. 3.31. Загальний вигляд руйнування. Балка Б-3-1-1 

 

Рис. 3.32. Руйнування опорної зони. Балка Б-3-2-1 
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Крихкий  характер руйнування пояснюється наявністю в балках лише 

поздовжньої арматури і відсутністю армування верхніх полок, що було зроблено для 

можливості визначення долі нагельної сили в сприйнятті зовнішнього крутного 

моменту.  

Наявність поздовжньої арматури в балках без штучних тріщин також впливає 

на міцність і жорсткість при крученні. Достатньо велику частину зовнішнього 

крутного моменту сприймають нагельні сили в поздовжній арматурі, тому що після 

утворення тріщин нижня полка і частина ребра виключаються з роботи і робота 

балки без штучних нормальних тріщин стає подібною до роботи балки з 

нормальними тріщинами. Різницю між зовнішнім крутним моментом і моментом 

нагельних сил в арматурі  в балках без тріщин також сприймає верхня полка 

двотаврового елементу.  

3.5. Висновки за розділом 3 

 

1. Діаграма "крутний момент - кут закручування" залізобетонних елементів 

двотаврового перерізу з нормальними тріщинами до високих рівнів навантаження 

має лінійний характер. Пластичні деформації мають місце на останніх етапах 

завантаження, перед руйнуванням. 

2. Основним типом руйнування є руйнування верхньої полиці двотаврового 

елементу з розвитком просторової тріщини кручення.  

3. Армування експериментальних балок з нормальними тріщинами тільки 

поздовжньою арматурою суттєво впливає на їх жорсткість. На міцність при крученні 

поздовжня арматура елементів з нормальними тріщинами впливає не так суттєво, як 

на жорсткість. Достатньо велику частину зовнішнього крутного моменту 

сприймають нагельні сили в поздовжній арматурі. Різницю між зовнішнім крутним 

моментом і моментом нагельних сил в арматурі сприймає верхня полка 

двотаврового елементу.  

4. Збільшення діаметра поздовжньої арматури призводить до зменшення 

деформацій і відповідно збільшення жорсткості балок при крученні. 
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5. Збільшення жорсткості і міцності верхньої полиці впливає як на загальну 

жорсткість балок, так і на їх міцність. 
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РОЗДІЛ 4. ЖОРСТКІСТЬ І МІЦНІСТЬ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ 

ДВОТАВРОВИХ ЕЛЕМЕНТІВ З НОРМАЛЬНИМИ ТРІЩИНАМИ ПРИ 

КРУЧЕННІ 

4.1. Визначення нагельних сил в поздовжній арматурі при крученні 

двотаврового елементу з нормальними тріщинами 

 

Як було показано у першому розділі, в роботах багатьох вчених вказана 

важливість визначення жорсткості при крученні залізобетонних елементів з 

тріщинами. Однак, в цих роботах розглядаються елементи з просторовими 

(спіральними) тріщинами. Експериментальними дослідженнями встановлено [149, 

150, 163, 194], що жорсткість і міцність при крученні залізобетонних елементів 

прямокутного перерізу  суттєво залежить також від наявності в них не тільки 

просторових, а й нормальних тріщин. Однак на сьогодні при реальному 

проектуванні не враховується зміна крутильних жорсткостей стрижневих 

залізобетонних елементів в результаті утворення нормальних тріщин. Це стосується 

і загально відомих програмних комплексів типу Ansys, Abacus, Lira. Цей факт 

пов‘язаний в першу чергу з недостатнім вивченням питання визначення жорсткості і 

міцності при крученні  залізобетонного елемента з нормальними тріщинами. 

Для визначення взаємного зсуву берегів нормальної тріщини в 

залізобетонному елементі з поздовжньою арматурою слід спочатку розсікти 

поздовжню арматуру і визначити взаємний зсув берегів нормальної тріщини в 

елементі з розсіченою арматурою. Це завдання можна вирішувати різними 

способами. До цих способів відносяться методики, наведені у розділі 2 дисертації. 

Однак, яким би не було рішення задачі визначення взаємного зсуву берегів 

нормальної тріщини з умовно розсіченою арматурою, наступним важливим етапом є 

визначення нагельної сили в поздовжній арматурі. Після визначення нагельної сили 

визначаються і жорсткість залізобетонного елемента з нормальною тріщиною, і його 

міцність. Причому і міцність, і жорсткість істотно залежить від цієї нагельної сили, 

яка в свою чергу залежить від діаметра поздовжньої арматури, міцності і 
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деформаційних характеристик бетону. 

Таким чином, від правильності визначення нагельної сили в поздовжній 

арматурі істотно залежить і точність визначення жорсткості та міцності 

залізобетонного елемента з нормальними тріщинами при крученні. Це завдання для 

одиночного поздовжнього стрижня вирішене в роботах школи Т.Н. Азізова, які 

описані у розділі 1. Однак, при наявності декількох поздовжніх стрижнів (що 

використовується на практиці в переважній більшості випадків), в поздовжніх 

стрижнях арматури виникають дві складові нагельних сил (горизонтальна і 

вертикальна), що має бути враховано в розрахунках. 

З огляду на вищесказане, розробка методики визначення нагельних сил в 

поздовжній арматурі з урахуванням складових в двох взаємно перпендикулярних 

напрямках, а також розробка методики визначення жорсткості та міцності елементів 

з нормальними тріщинами при крученні є важливим завданням. 

Експериментальні дослідження, наведені у розділі 3 дисертації, а також 

дослідження [149, 150, 163, 194] показали, що до достатньо високих рівнів 

навантаження залізобетонні елементи з нормальними тріщинами деформуються 

практично лінійно. Тому в подальшому розроблення методики розрахунку 

деформативності елементів будемо проводити в лінійній постановці. Вважаючи на 

те, що більшість розрахунків з врахуванням нелінійних властивостей проводяться за 

допомогою ітераційного процесу, де на кожному кроці ітерації розглядається 

умовно пружний елемент, то розроблена методика може бути застосована також для 

розрахунків в нелінійній постановці. 

На рис. 4.1 показана схема стрижневого елемента прямокутного перерізу з 

нормальною тріщиною (суть розрахунку для елементів будь-якого іншого 

поперечного перерізу не відрізняється). Один торець стрижня жорстко закріплений, 

а до другого торця прикладений крутний момент Mt. Довжина блоків стрижня lcrc, 

що дорівнює відстані між нормальними тріщинами. 
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Рис. 4.1. Схема переміщень в перерізі з нормальною тріщиною і зусиль в поздовжній 

арматурі елемента, на який діє крутний момент 

 

В результаті дії крутного моменту блок A повертається більше блоку B і в 

місці розташування нормальної тріщини з'являється зсув блоку A відносно блоку B. 

Це зсув Δx по осі X і зсув Δz по осі Z. На відміну від ранніх робіт [2-4, 18], де 

враховувався тільки зсув по осі X, тут враховується зсув блоків і по осі X, і по осі Z. 

Справа в тому, що при малій ширині перетину (або ребра для таврового перетину) 

переміщення по осі X є домінуючим. Однак, в загальному випадку, особливо при 

більшій ширині перерізу, впливом переміщення по осі Z нехтувати не слід. Крім 

того, при наявності двох і більше стрижнів поздовжньої арматури так само 

важливим є врахування обох складових переміщень. 

Нехай після розтину арматури визначено взаємний зсув Δx і Δz точок C і C
I
 

будь-яким способом, описаним вище (див. рис. 4.1). Далі складанням умови 

спільності деформацій в місцях розтину арматурних стержнів слід отримати систему 

рівнянь для визначення нагельних сил у всіх стрижнях поздовжньої арматури. 

Розглянемо, наприклад, коли в перерізі знаходиться два стержня поздовжньої 

арматури (рис. 4.2). 



   116 

 

 

Рис. 4.2. Схема нагельних сил в поздовжній арматурі елемента двотаврового 

перерізу 

 

Очевидно, що умовою спільності деформацій буде умова рівності нулю 

взаємного зміщення в точках розтину поздовжньої арматури зі сторони блоку A 

(див. рис. 1) і  блоку B. Ця умова аналогічна умові відсутності переміщень в місті 

зайвої опори при розрахунку статично не визначених систем методом сил. З огляду 

на симетрію на рис. 2, можна записати ці умови як систему рівнянь: 

 

 ,                        (4.1) 

 

В системі (4.1) прийняті позначення: δxx – взаємне зміщення берегів тріщини в 

напрямку дії сили Qx від крутіння одиничними силами Qx=1; δxz – взаємне зміщення 

берегів тріщини в напрямку дії сили Qx від крутіння одиничними силами Qz=1; δzz – 

взаємне зміщення берегів тріщини в напрямку дії сили Qz від крутіння одиничними 

силами Qz=1; δzx – взаємне зміщення берегів тріщини в напрямку дії сили Qz від 

крутіння одиничними силами Qx=1; , – взаємне зміщення берегів тріщини від 

крутіння зовнішнім моментом Mt в напрямку дії відповідно сили Qx і Qz; ,  – 

переміщення від місцевої деформації в місці розташування арматури відповідно від 
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сил Qx і Qz. 

Слід зазначити, що величини δxx, δzz, δzx, δxz, ,  є величинами саме 

взаємного зміщення берегів тріщини на відміну від коефіцієнтів канонічних рівнянь 

методу сил, які виражають переміщення певної точки, хоча природа їх однакова. 

Величину Δloc краще визначати за емпіричними даними, наведеними в 

нормативних документах, наприклад за [172]. Це пов'язано з фактом, що 

моделювання навіть за допомогою об'ємних скінчених елементів не дає результату, 

близького до реальності, тому що арматура в масиві бетону в реальних умовах 

змінає бетон під своєю поверхнею, а при комп'ютерному моделюванні скінчені 

елементи, розташовані з боку, протилежного напрямку нагельної сили, також чинять 

опір переміщенню. Величина Δloc згідно [172] визначається за формулою: 

 

                                                (4.2) 

 

де d і Ec – відповідно діаметр арматурного стержня і модуль деформацій 

бетону; нагельна сила Q підставляється відповідно Qx або Qz.  

Тут слід зазначити, що при визначенні  замість Q у виразі (4.2) слід  

підставити величину Qx/2, а при визначенні  – величину Qz. Це пов'язано з 

фактом, що величина Qx однаково розподіляється між поздовжньою арматурою 

зліва і з права (див. рис. 4.2). 

Підставляючи (4.2) в (4.1) з урахуванням зробленої вище примітки з приводу 

підстановки Qx і Qz, отримаємо систему двох квадратних рівнянь для визначення 

величин невідомих нагельних сил Qx і Qz в арматурі: 

 

                              ,                                        (4.3) 

 

 

 



   118 

 

де позначено:  

;  ; ;  ;       (4.4) 

Величини δxx, δzz, δzx, δxz, ,  визначаються з рішення задачі взаємного 

зміщення берегів тріщини з розсіченою арматурою, яка вирішується різними 

способами, описаними вище. Визначення цих переміщень наведено нижче у п. 4.4. 

 

4.2. Жорсткість при крученні двотаврового елементу в місті розташування 
нормальної тріщини 

 

Після визначення нагельних сил жорсткість залізобетонного елемента з 

нормальною тріщиною визначиться з виразу: 

 ,                                                       (4.5) 

де  – переміщення грані цілого (без тріщин) блоку стрижня, відокремленого 

нормальною тріщиною від крутіння. Воно визначається за відомими формулами 

опору матеріалів; Bt – крутильна жорсткість суцільного стержня без тріщин; Δ – 

повне переміщення в тріщині, яке дорівнює: 

                                                        (4.6) 

де  визначається за (4.2), але тепер уже відома величина Q (вірніше її 

складові Qx і Qz). У формулі (4.6) величина Δloc множиться на 2, тому що 

переміщення в тріщині складаються з двох сторін нормальної тріщини. 

4.3. Міцність при крученні двотаврового елементу з нормальними тріщинами 
 

Розглянемо тепер методику визначення міцності при крученні елемента 

двотаврового перерізу з нормальною тріщиною. Експериментальними 

дослідженнями Н.М. Срібняк встановлено [194], що міцність залізобетонного 

елемента прямокутного перерізу з нормальною тріщиною при крученні істотно 

нижче міцності елемента без тріщин, якщо елемент армований тільки поздовжньою 

арматурою. 
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Відомо, що двотавровий елемент проектується таким чином, що в граничному 

стані висота стиснутої від згину зони дорівнює товщині верхньої полки. Тому для 

розрахунку міцності при крученні двотаврового елемента з нормальною тріщиною 

припустимо, що нормальна тріщина дійшла до нижньої грані верхньої полки 

двотавра. Тоді схема зусиль при крученні буде виглядати так, як показано на рис.4.3. 

На рис.4.3 заштрихована частина – стиснута від згину зона (зона бетону без тріщин). 

Зовнішній крутний момент сприймається частково крутним моментом MV, який 

сприймає стиснута від згину зона і моментом MQ, якій сприймає пара сил Qb та Q, 

тобто: 

 

Mt=MV+MQ                                                                                            (4.7 ) 

Момент пари сил Qb та Q дорівнює (рис. 4.3): 

sQ ZQM                                                     (4.8) 

де величина Q=Qx визначається за методикою, наведеною вище. 

Схема руйнування може бути в двох варіантах: 

1 варіант - руйнування від зрізу стиснутої зони бетону в результаті дії сили Qb 

( див. рис. 4.3);  

 

Рис.4.3. Схема зусиль, що діють в нормальному перетині при крученні 

елемента двотаврового перерізу 
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2 варіант - руйнування верхньої полки в результаті дії крутного моменту MV, 

який сприймається цією ділянкою. 

Перша умова запишеться у вигляді: 

 

                                                 (4.9) 

де bf – ширина верхньої полки;  fsh - розрахунковий опір бетону зрізу; 
tM  - 

зовнішній крутний момент; Zs - відстань від центра ваги арматури до центра ваги 

верхньої полки (див. рис. 4.3).   

Розрахунок за формулою (4.9) йде в запас міцності, тому що насправді пара 

сил сприймає не весь зовнішній крутний момент, а тільки його частину (див. 

формулу 4.7). Тому основною умовою міцності буде друга умова, яка запишеться у 

вигляді: 

 VV MM  ,                                            (4.10) 

де  vM  - граничний крутний момент, що сприймається бетоном верхньої полки 

двотавру. Величину  vM  рекомендується визначати з умови обмеження 

максимальних розтягуючих напружень, визначених за відомими формулами опору 

матеріалів для прямокутного перерізу, наприклад за [191 192: 

 

                                                 (4.11) 

де α – коефіцієнт, що залежить від співвідношення довгої сторони 

прямокутника до короткої, що приводиться в довідниках з опору матеріалів; b, x - 

відповідно більша і менша сторони прямокутника. 

Тоді умова міцності запишеться у вигляді: 

 

                                                          (4.12) 

При двох або більше рядах поздовжньої арматури величину Mv слід визначати 

як різницю між зовнішнім моментом і моментом, який сприймає не тільки складова 
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Qx у поздовжній арматурі, а й складова  Qz (див. рис. 4.2). В такому разі момент від 

арматури Mts буде визначатись не за виразом (4.8), а як сума моментів від Qx та Qz. 

Розрахунки за наведеною методикою, а також експериментальні дослідження 

[163, 194] показують, що жорсткість і міцність при крученні залізобетонного 

елемента з нормальною тріщиною істотно залежить від перерізу поздовжньої 

арматури, а також від глибини нормальної тріщини hcrc. Цей факт спростовує сталу 

думку ще за часів Г.Дж Коуена [121, 250-252], що міцність залізобетонного 

елемента при крученні практично не залежить від перерізу поздовжньої арматури. 

Аналізуючи наведені формули з визначення нагельної сили, жорсткості та міцності 

при крученні залізобетонних елементів з нормальними тріщинами можна легко 

бачити, що жорсткість і міцність елемента суттєво залежить від кількості 

поздовжньої арматури, її діаметру, а також фізико-механічних характеристик 

бетону. Крім того, жорсткість і міцність залежить від висоти нормальної тріщини 

hcrc, форми поперечного перерізу, відстані між тріщинами, тому що складові формул 

(4.3) залежать від цих факторів. 

4.4. Аналіз впливу різних факторів на жорсткість при крученні залізобетонних 
елементів двотаврового перерізу з нормальними тріщинами 

 

Розглянемо спочатку спосіб визначення величин δxx, δzz, δzx, δxz, , , які 

входять до виразу (4.4). На рис. 4.4 приведена схема дії зусиль на верхній стержень 

(рис. 4.4, а) і нижній стержень (рис. 4.4, б). 
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 а) б) 

Рис. 4.4. Схема для визначення величин взаємного зміщення стрижнів в нормальній 

тріщині 

 

Для визначення необхідних зсувів вирішуються три завдання (в програмі для 

ЕОМ це зроблено як три повторюваних рішення з різними значеннями моментів). 

Перше завдання. До верхнього стрижня прикладений зовнішній крутний 

момент Mt. З рішення задачі визначення кута повороту, яка описана у п. 2.2.1 цієї 

дисертації, визначаємо кут повороту θ1
Mt

 для верхнього і θ2
Mt

 для нижнього 

стрижня. Знаючи кути повороту, з урахуванням позначень на рис. 4.4, визначаємо 

величини , : 

 

;                (4.13) 

 

Друге завдання. Визначення зсувів δxx і δzx від дії одиничних сил Qx=1. В 

цьому випадку до верхнього стрижня прикладаємо крутний момент, рівний (див. 
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рис. 4.4) Mt1=-Zs,1; до нижнього – Mt2=Zs,2. Різні знаки в моментах, прикладених до 

верхнього і нижнього стрижнів обумовлені напрямком дії одиничних сил. Знову 

визначаємо кути повороту верхнього θ1
Qx

 і нижнього θ2
Qx

 стрижнів, потім зсуви: 

;               (4.14) 

 

 
Третє завдання. Визначення зсувів δzz і δxz від дії одиничних сил Qz=1. В 

цьому випадку до верхнього стрижня прикладаємо крутний момент, рівний (див. 

рис. 4.4) Mt1=-2Xs; до нижнього – Mt2=2Xs. Визначаємо кути повороту верхнього 

θ1
Qz

 і нижнього θ2
Qz

 стрижнів, потім зсуви: 

 

;               (4.15) 

 

Після визначення всіх складових з рішення системи рівнянь (4.3) визначаємо 

складові нагельних сил Qx і Qz. Для чисельного рішення задачі визначення 

складових нагельних сил зручніше вирішувати не систему рівнянь (4.3), а привести 

її до одного рівняння четвертого ступеня, визначити одну складову, а потім другу. 

Так, якщо висловити з першого рівняння Qz і підставити його в друге рівняння, то 

отримаємо одне рівняння четвертого ступеня відносно невідомої Qx: 

                                                                 (4.16)  

де для короткості позначено: 

k=b1/C; m=A/C; n=B/C                                         (4.17) 

 

Після цього з першого рівняння системи (4.3) будемо мати: 

                                        (4.18) 

 

Визначення нагельних сил з попереднім визначенням сил T(x) і M(x), а також 

кутів повороту θ1 і θ2 за вищевикладеної методикою проводиться за нескладною 

програмою, яка написана в середовищі Excel із залученням Visual Basic і  яка 
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наведена в додатку до дисертації. 

Якщо для визначення зсувів δxx, δzz, δzx, δxz, ,  використовується модель 

з об'ємними скінченими елементами, то також проводиться три окремі розрахунки. 

Так, для розрахунку двотаврових балок з розмірами, відповідними розмірам 

експериментальних балок, отримані значення величин зсувів δ xx, δzz, δzx, δxz, , 

, які наведені в таблицях 4.1 і 4.2. Балки мають розміри: ширина верхньої полиці 

bf1=300 мм; її товщина hf1=30 мм (таблиця 4.1) і hf1=40 мм (таблиця 4.2); товщина 

ребра t=30 мм; ширина нижньої полиці bf2=85 мм; її товщина hf2=45 мм; загальна 

висота балки htot=220 мм. Значення взаємного зсуву взяті у місті розташування 

арматури: відстань від нижньої грані до центру ваги арматури – 25 мм; відстань від 

бокової грані нижньої полиці до центру ваги арматури – 23 мм. 

Дані таблиць 4.1 та 4.2 отримані для двох типорозмірів балок. При цьому для 

отримання цих даних довелося проводити 30 різних розрахунків і 30 раз по-різному 

моделювати балки із застосуванням об'ємних скінчених елементів, що є досить 

трудомісткою методикою визначення кутів повороту. Розрахунок же за програмою 

для ЕОМ на основі розробленої у другому розділі методики визначення внутрішніх 

зусиль T(x) i M(x) та кутів повороту φ1 та φ2, в яку включений блок з визначення 

нагельних сил за розробленою в цьому пункті методикою, без проблем дозволяє 

отримати безліч даних при варіюванні різних параметрів. Це особливо важливо, 

коли на попередньому етапі проектування потрібно розглянути багато різних 

варіантів, щоб прийняти оптимальне армування та ін. важливі параметри для 

отримання економічної конструкції. В такому випадку розроблена методика істотно 

кращі за спосіб розрахунку з використанням об'ємних скінчених елементів і 

програмних комплексів. 
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Таблиця 4.1. 

Взаємний зсув берегів нормальної тріщини для двотаврових балок з товщиною 

верхньої полиці 30 мм 

Висота 

тріщини 

hcrc (мм) 

Переміщення в 

нижній частині (мм) 

Переміщення в 

верхній частині  

(мм) 

Взаємний 

зсув по 

осі X 

(мм) 

Взаємний 

зсув по 

осі Z 

(мм) x1 z1 x2 z2 

1 2 3 4 5 6 7 

Переміщення від дії зовнішнього крутного моменту Mt=100 кН*см  (мм) 

90 -1.08142 -0.09684 -1.55789 -0.28434 0.47647 0.187499 

110 -1.05106 -0.08992 -1.71573 -0.30868 0.66467 0.218758 

130 -1.01378 -0.08428 -1.88632 -0.33225 0.87254 0.247962 

150 -0.97304 -0.07988 -2.05975 -0.35427 1.086713 0.274389 

170 -0.93534 -0.07681 -2.21686 -0.37303 1.281521 0.296215 

Переміщення від дії одиничних сил Qx=1 (мм·2000) 

hcrc (мм) x1 z1 x2 z2 δxx δzx 

90 -0.1341 -0.1635 1.96635 0.409598 2.100446 0.573099 

110 -0.33341 -0.20516 2.93893 0.553952 3.27234 0.759115 

130 -0.59552 -0.24243 4.07207 0.70603 4.667586 0.948459 

150 -0.89733 -0.27348 5.28426 0.856327 6.181591 1.129804 

170 -1.18448 -0.29577 6.40542 0.987256 7.5899 1.283024 

Переміщення від дії одиничних сил Qz=1 (мм·1000) 

hcrc (мм) x1 z1 x2 z2 δxz δzz 

90 0.057148 -0.08761 0.622448 0.181955 0.5653 0.26957 

110 0.027768 -0.0945 0.77882 0.205761 0.751052 0.300257 

130 -0.00617 -0.0997 0.934101 0.227004 0.94027 0.326705 

150 -0.04106 -0.10351 1.08053 0.245455 1.121591 0.348964 

170 -0.07129 -0.10599 1.20358 0.260052 1.274873 0.366043 
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Так, наприклад, на рис. 4.5-4.6 наведені залежності нагельної сили Qx від 

висоти нормальної тріщини та від діаметру поздовжньої арматури. Ці дані отримані 

з використання програми, яка наведена в додатку до дисертації, і яка написана на 

основі методики п. 2.2.1 для визначення кутів повороту і внутрішніх сил і методики, 

яка описана в цьому пункті, для визначення нагельних сил і зсуву в тріщині. Для 

отримання цих даних з використанням об‘ємних скінчених елементів довелося б 

багато разів створювати нові розрахункові моделі у програмному комплексі Ліра. Ці 

ж дані отримані за декілька хвилин з використанням вищезгаданої програми, текст 

якої наведено у додатку до дисертації. 

Таблиця 4.2. 

Взаємний зсув берегів нормальної тріщини для двотаврових балок з товщиною 

верхньої полиці 40 мм 

Висота 

тріщини 

hcrc (мм) 

Переміщення в 

нижній частині (мм) 

Переміщення в 

верхній частині  

(мм) 

Взаємний 

зсув по 

осі X 

(мм) 

Взаємний 

зсув по 

осі Z 

(мм) x1 z1 x2 z2 

1 2 3 4 5 6 7 

Переміщення від дії зовнішнього крутного моменту Mt=100 кН*см  (мм) 

90 -0.69711 -0.06425 -0.98532 -0.17998 0.288209 0.115736 

110 -0.66999 -0.05952 -1.05819 -0.19104 0.388198 0.131525 

130 -0.64139 -0.05587 -1.13 -0.20055 0.488611 0.144677 

150 -0.61505 -0.0533 -1.19372 -0.20813 0.578666 0.154827 

170 -0.59618 -0.05181 -1.24069 -0.21332 0.644512 0.161509 

Переміщення від дії одиничних сил Qx=1 (мм·2000) 

hcrc (мм) x1 z1 x2 z2 δxx δzx 

90 -0.39171 -0.18349 1.56996 0.343993 1.961666 0.527485 

110 -0.67279 -0.22904 2.29367 0.449053 2.966456 0.678096 
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130 -0.99642 -0.26796 3.0729 0.54861 4.069315 0.816572 

150 -1.31352 -0.29738 3.80592 0.632873 5.11944 0.930257 

170 -1.54003 -0.31412 4.33625 0.689265 5.87628 1.003387 

Переміщення від дії одиничних сил Qz=1 (мм·1000) 

hcrc (мм) x1 z1 x2 z2 δxz δzz 

90 -0.03897 -0.09528 0.480682 0.157934 0.519655 0.253211 

110 -0.0797 -0.10242 0.590326 0.174388 0.670025 0.276804 

130 -0.11938 -0.10748 0.689027 0.187346 0.808406 0.294829 

150 -0.15301 -0.11078 0.769083 0.196795 0.922097 0.307578 

170 -0.17435 -0.11248 0.820934 0.20249 0.995279 0.314966 

 

 

Рис. 4.5. Залежність нагельної сили Qx від висоті нормальної тріщини hcrc 
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Рис. 4.6. Залежність нагельної сили Qx від діаметру поздовжньої арматури  

 

Одним з найважливіших параметрів розрахунку є величина внутрішнього 

крутного моменту, який сприймає поздовжня арматура. Цей момент дорівнює (див. 

рис. 4.4): 

                                        (4.19) 

 

Момент Mts – це момент від обох складових нагельної сили в поздовжній 

арматурі. Тобто нагельна сила в арматурі сприймає частину зовнішнього крутного 

моменту Mt0. Другу частину зовнішнього крутного моменту Mv=Mt0-Mts сприймає 

зона бетону без тріщин (стиснута від згину зона). 

Для порівняння розрахунків за вищезгаданою програмою та з використанням 

даних розрахунку переміщень, отриманих з програми Ліра (див. табл. 4.1 та 4.2) у 

таблиці 4.3 наведені дані величини внутрішнього крутного моменту Mts. Дані 

таблиці підраховані для балки з наступними параметрами: bf=300 мм; hf=30 мм; 

зовнішній крутний момент Mt0=1000 Н*м; відстань між стрижнями поздовжньої 

арматури Xs=40 мм. 

Таблиця 4.3. 

Порівняння величини крутного моменту від нагельних сил при отриманні 

переміщень за методикою розділу 2 і п. 4.1 та переміщень таблиці 4.1, отриманих з 
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програми Ліра 

Діаметр 

арматури 

ds (мм) 

Висота 

тріщини 

hcrc (мм) 

Момент Mts, отриманий за п. 4.1 

при визначенні переміщень: 

Відношення 

гр.4/гр. 3 

За методикою 

розділу 2 

дисертації 

З програми Ліра 

(об‘ємні СЕ) табл. 

4.1 

1 2 3 4 5 

8 9 452.3 501.6 1.108998 

11 458 503.7 1.099782 

13 462.3 509.1 1.101233 

15 465.8 518.2 1.112495 

17 468.5 532.7 1.137033 

10 9 466.6 503.7 1.079511 

11 470.6 501.6 1.065873 

13 473.4 505.4 1.067596 

15 476.3 513.9 1.078942 

17 478.2 527.4 1.102886 

12 9 474.6 499.7 1.052887 

11 477.7 496.5 1.039355 

13 480.2 499.3 1.039775 

15 482.1 508.5 1.05476 

17 483.5 522 1.079628 

16 9 482.9 488.9 1.012425 

11 485.1 485.6 1.001031 

13 486.7 489.6 1.005958 

15 487.9 498.7 1.022136 

17 488.9 512.8 1.048885 
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Як видно з таблиці середня величина різниці відхилення складає 6.5% 

Коефіцієнт варіації складає 3.5%, що говорить про достатню точність розрахунків.  

На рис. 4.7-4.8 наведені залежності величини внутрішнього крутного моменту 

Mts від висоти тріщини та діаметру поздовжньої арматури. Ці залежності також 

отримані за розробленою у другому розділі та цьому пункті методикою. 

 

Рис. 4.7. Залежність крутного моменту нагельних сил від висоти  тріщини 

 

Рис. 4.8. Залежність крутного моменту нагельних сил від діаметру поздовжньої 

арматури 

Після кінцевого вибору варіанта (потрібні розміри поперечного перерізу, 

потрібний діаметр арматури, потрібна жорсткість),  для кінцевого розрахунку (для 

більшої точності) рекомендується використовувати дані δ xx, δzz, δzx, δxz, , , 

отримані з МСЕ-розрахунків (табл. 4.1). Для визначення нагельної сили за 
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розробленої в цьому пункті методикою та загального зміщення в тріщині 

розроблена програма «Нагельн_сила.xlsm», яка написана в середовищі Excel з 

використанням ―Visual Basic‖. Текст програми наведено у додатку. 

Таким чином, розроблена методика дозволяє швидко за нескладною 

програмою визначити усі необхідні дані з визначення нагельної сили та жорсткості 

залізобетонного елемента з нормальними тріщинами. 

4.5. Порівняння експериментальних та теоретичних даних 

 

Для перевірки достовірності результатів розрахунку за розробленою 

методикою визначення переміщень в нормальній тріщині проведемо порівняння 

розрахункових даних з експериментальними. В експерименті ми вимірювали 

вертикальне переміщення для визначення куту повороту між двома блоками, 

відокремленими нормальною тріщиною (див. розділ 3). Кут закручування φtot 

складається з куту цілого блоку φc та куту φcrc від взаємного зміщення берегів 

нормальної тріщини. Величина φc визначалася розрахунком у програмі Ліра з 

використанням об‘ємних скінчених елементів. Величина φcrc визначалася за 

формулою: 

 ,                                                (4.20) 

де Δcrc – переміщення в тріщині (отримане розрахунком за наведеною вище 

методикою та з даних експерименту); lin – відстань між вимірювальними точками.  

Експериментальна величина lin  - це відстань між осями індикаторів зліва та з 

права; теоретична величина lin – половина відстані між поздовжніми стрижнями 

арматури (величина Xs на рис. 4.4).  

На рис. 4.9-4.17 наведені графіки залежності сумарного куту закручування 

φtot, отримані з експерименту та теоретично за розробленою методикою.  

У наведених нижче графіках при використанні системи рівнянь (4.3) величина 

модуля деформацій бетону Ec для визначення переміщень від крутіння прийнята 

рівною модулю, реально отриманого з експерименту. А модуль деформацій, що 
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входить у вирази для A, B, F і D за (4.4), прийнято меншим в два рази. Це пов'язано з 

фактом, що в результаті розташування поздовжньої арматури близько до грані 

нижньої полиці двотаврового елемента, її переміщення в результаті дії нагельної 

сили більше, ніж переміщення арматури, закладеної в масив. Цей факт перевірений 

шляхом моделювання об'ємними скінченими елементами арматурного стержня, 

закладеного в середину бетонного масиву і стрижня, розташованого біля краю 

масиву. Середнє переміщення стрижня, розташованого біля краю масиву, приблизно 

в два рази більше переміщень стрижня, розташованого в центрі масиву. У зв'язку з 

цим для збільшення переміщення від нагельної сили в арматурі, розташованій біля 

краю нижньої грані балки, прийнятий зменшений модуль деформацій, що входить в  

вирази для A, B, F і D за (4.4). 

У графіках на малюнках 4.9-4.17 не враховано дані останніх етапів 

навантаження. Це пов'язано з фактом, що на останніх етапах навантаження були 

зняті всі прилади для недопущення можливості їх поломки. Крім того, на 

передостанніх етапах навантаження в верхній полиці елементів були вже істотно 

розкриті тріщини, що говорило про стадії, що передує руйнуванню. 

Теоретичні дані для визначення кута повороту брали з переміщення по 

вертикалі, тому що в експериментах (див. розділ 3) вимірювалися саме вертикальні 

переміщення. На наведених вище рисунках окрім графіків наведені статистичні дані 

за методиками [143, 152] співставлення результатів експериментальних досліджень, 

наведених у третьому розділі, та розробленої методики, яка наведена вище в цьому 

розділі. 
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Рис. 4.9. Кути закручування для балки bf=300; hf=30; ds=8 
коефіцієнт варіації kv=10.91% 

 

Рис. 4.10. Кути закручування для балки bf=300; hf=30; ds=10 

коефіцієнт варіації kv=10.54% 
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Рис. 4.11. Кути закручування для балки bf=300; hf=30; ds=12 
коефіцієнт варіації kv=14.79% 

 

 

Рис. 4.12. Кути закручування для балки bf=300; hf=40; ds=8 

коефіцієнт варіації kv=14.51% 
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Рис. 4.13. Кути закручування для балки bf=300; hf=40; ds=10 
коефіцієнт варіації kv=15.04% 

 

 

Рис. 4.14. Кути закручування для балки bf=300; hf=40; ds=12 
коефіцієнт варіації kv=9.3% 
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Рис. 4.15. Кути закручування для балки bf=200; hf=30; ds=8 

коефіцієнт варіації kv=7.35% 
 

 

Рис. 4.16. Кути закручування для балки bf=200; hf=30; ds=10 
коефіцієнт варіації kv=12.67% 
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Рис. 4.17. Кути закручування для балки bf=200; hf=30; ds=12 
коефіцієнт варіації kv=9.3% 

 
Слід зазначити, що балка з розмірами bf=300; hf=40; ds=12 (див. рис. 4.14) 

зруйнувалася крихко від виколу поздовжньої арматури при навантаженні, суттєво 

меншому, ніж інші балки, хоча в неї діаметр арматури був найбільшим. 

З рисунків 4.9-4.17 можна бачити, що теоретичні дані задовільно збігаються з 

експериментальними. Більша різниця між експериментальними та теоретичними 

даними лише на останніх етапах навантаження перед руйнуванням. Зважаючи на те, 

що деформативність елементів проектувальника цікавить на етапах дії 

нормативного навантаження, збіг експериментальних і теоретичних даних при 

нормативних навантаженнях набагато більший.  Так, по зразках на рис. 4.9 та 4.10 

якщо тільки одне останнє значення прибрати, то коефіцієнт варіації зменшиться 

відповідно до 8.5 та 6.5 відсотків. 

Таким чином, порівняння експериментальних та теоретичних даних говорить 

про задовільну збіжність результатів, що дає змогу рекомендувати розроблену 

методику у практику проектування. 
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4.6. Визначення інтегральної жорсткості при крученні залізобетонного 
елементу з нормальними тріщинами 

 

Експериментальні та теоретичні дані свідчать, що крутильна жорсткість 

двотаврових елементів не суттєво залежить від глибини нормальної тріщини, але з 

появою нормальної тріщини жорсткість різко зменшується. Зважаючи на це і для 

спрощення розрахунку можна рекомендувати наступний спосіб розрахунку з 

врахуванням зміни крутильної жорсткості від утворення нормальних тріщин. 

Нехай в розглянутому елементі (наприклад, ребро збірної П-подібної плити 

перекриття) відомі згинальні і крутні моменти (рис. 4.18) 

 

Рис. 4.18.  Згинальні і крутні моменти в елементі, крутильна жорсткість якого 
розглядається 

 

Розіб‘ємо таку двотаврову балку на n рівних по довжині елементів. Вирахуємо 

в середині кожного елемента згинальний Mi та крутний Mt,i моменти (за епюрами по 

рис. 4.18). Відомим методами розрахунку згинальних конструкцій (наприклад, за 

ДСТУ Б В.2.6-156: 2010) визначимо, чи утворюється або ні нормальна тріщина. 

Якщо тріщина не утворюється, то начальна крутильна і згинальна жорсткості 

остаються без змін. Якщо нормальна тріщина з‘являється, то визначаємо нову 

жорсткість елемента. Жорсткість при згині елемента визначається за ДСТУ Б В.2.6-
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156: 2010, а жорсткість при крученні – за методикою, наведеною у цьому розділі. 

Вигляд графіків зміни згинальної і крутильній жорсткостей по довжині балки 

(ребра плити) показаний на рис. 4.19. 

 

Рис. 4.19. Форма залежності зміни згинальної (б) та крутної (в) жорсткості по 
довжині елемента 

 

Далі відомими методами опору матеріалів обчислимо максимальний прогин 

fmax в середині прольоту ребра і максимальний кут повороту θmax для елемента зі 

змінними жорсткостями. Приймемо еквівалентну згинальну EJekv і крутильну GJt,ekv 

жорсткості ребра з умовно постійним значенням (рис. 4.19, г) з умови, що 

максимальний прогин і максимальний кут повороту елемента з еквівалентною 

жорсткістю дорівнює реальному куту повороту і прогину ребра зі змінною 

жорсткістю. 

Максимальний прогин fmax і максимальний кут повороту θmax (для випадку 

рівномірного розподілу зовнішнього навантаження q) визначаються за відомими 

формулами опору  матеріалів: 

 ; 
2/L

0 ekv

t
max dx

GJ

)x(M
                                            (4.21) 
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Звідки отримуємо: 

 

;    ,                                 (4.22) 

де a – плече крутного моменту. 

Такий спосіб визначення еквівалентних жорсткостей дозволяє істотно 

полегшити ітераційні розрахунки при проектуванні залізобетонних конструкцій з 

урахуванням утворення тріщин. 

Слід зазначити, що в ітераційних розрахунках можна також використовувати 

не еквівалентні жорсткості, а реальний їх розподіл по довжині (див. рис.4.18). 

Застосування методики [12] в просторових розрахунках дозволяє використовувати 

змінні по довжині розглянутого ребра жорсткості. При цьому принцип визначення 

характеристик жорсткості параметрів не змінюється. 

4.6.1. Порівняння експериментальної та теоретичної міцності елементів 

 

Для порівняння теоретичних і експериментальних даних міцності  

використаємо методику п. 4.2 та 4.3. З даних визначення δ xx, δzz, δzx, δxz, , , 

отриманих з чисельних розрахунків у програмі Ліра (див. табл.. 4.1 та 4.2) за 

методикою, наведеною у п. 4.2 (текст розробленої програми наведено у додатку) 

визначаємо момент Mts, який сприймає поздовжня арматура за рахунок нагельних 

сил Qx та Qz. Далі визначаємо відношення моменту Mts до зовнішнього моменту 

Mext: Kts=Mts/Mt. Тоді, враховуючи, що Mext=Mts+Mv, можна записати: 

                                           (4.23) 

Далі за формулою (4.12) визначаємо максимальний момент [Mv], який може 

сприйняти верхня полиця двотаврового елементу. Знаючи [Mv], за (4.23) визначимо 

теоретичний момент руйнування. Розраховані за такою методикою величини 

теоретичних руйнуючих крутних моментів (при fctk=27 МПа) наведені в таблиці 4.4. 
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Таблиця 4.4. 

Порівняння теоретичних  та експериментальних руйнуючих крутних моментів  

Марка 

балки 

bf (мм) hf (мм) ds (мм) [Mv] 

(Н*м) 

K_ts M_teor 

(Н*м) 

 

M_test 

(Н*м) 

Mtes/Mteor 

1 300 30 8 227.5 0.5245 478.4 510 1.066 

2 300 30 10 227.5 0.5266 480.5 523 1.088 

3 300 30 12 227.5 0.5253 479.2 537 1.12 

4 200 30 8 217.7 0.6129 562.3 553 0.983 

5 200 30 10 217.7 0.6157 566.4 643 1.135 

6 200 30 12 217.7 0.614 563.9 621 1.101 

7 300 40 8 391.4 0.3389 592.0 557 0.94 

8 300 40 10 391.4 0.3393 592.4 638 1.077 

9 300 40 12 391.4 Передчасне 

руйнування 

450  

 Середня похибка – 1.064  

 Коефіцієнт варіації – 5.95%  

 

4.7. Висновки за розділом 4 

 

1. При крученні елемента з нормальними тріщинами опір крутному моменту 

чинить поздовжня арматура і частина бетонного перерізу без тріщин. Для 

визначення міцності та жорсткості при крученні елемента з нормальною тріщиною 

слід спочатку розсікти поздовжню арматуру в перерізі з тріщиною, а потім 

визначити взаємний зсув берегів тріщини. Після визначення взаємного зсуву берегів 

тріщини слід визначити складові Qx та Qz нагельної сили в поздовжній арматурі за 

допомогою системи рівнянь (4.3). Знаючи величину нагельної сили слід визначити 

крутильну жорсткість елемента з нормальними тріщинами за формулою (4.5), а 
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також міцність елемента з нормальними тріщинами при крученні за формулами (4.9) 

та (4.12). 

2. Наведена в роботі методика визначення нагельних сил в поздовжній 

арматурі, жорсткості і міцності при крученні залізобетонних елементів з 

нормальними тріщинами дозволяє більш точно проектувати залізобетонні 

конструкції, в елементах яких з‘являються нормальні тріщини і які сприймають не 

тільки згинальні, а й крутні моменти. 

3. Розроблено інженерну методику визначення крутильної жорсткості 

залізобетонних елементів двотаврового перерізу з нормальними тріщинами. 

Запропоновано застосувати еквівалентну крутильну і згинальну жорсткість, які  

визначається з умови рівності максимального кута повороту і максимального 

прогину (в середині прольоту) елемента з реальним розподілом жорсткостей куту 

повороту і прогину в тому ж перерізі елемента 

з умовно постійною еквівалентною жорсткістю. 

4. Розроблено методику розрахунку міцності при крученні елементів 

Двотаврового перерізу з нормальними тріщинами. Встановлено дві умови міцності 

при крученні. Показано, що умовою міцності елемента з нормальними тріщинами 

приймається найменше значення з двох умов міцності, відповідних схем його 

руйнування. 

5. Дослідження показують, що міцність залізобетонних елементів при 

крученні залежить від наявності поздовжньої арматури в разі наявності нормальних 

тріщин, що спростовує здавна існуючу думку про те, що поздовжня арматура не 

впливає на міцність при крученні. Наведені факти, на погляд автора, повинні бути 

враховані при проведенні практичних розрахунків несучих систем залізобетонних 

будівель і споруд. 

6. Порівняння теоретичних значень кутів закручування з експериментальними 

показало їх задовільний збіг, що дає можливість використання розробленої 

методики у практику проектування. 
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ЗАГАЛЬНІ ВИСНОВКИ 

У дисертації вирішена важлива науково-технічна задача розрахунку жорсткості 

та несучої здатності при крученні залізобетонних елементів двотаврового перерізу з 

нормальними тріщинами з врахуванням нагельної сили в поздовжній арматурі, її 

кількості і розташування. Результати досліджень дозволили зробити наступні 

висновки. 

1. Задача розрахунку жорсткості та міцності при крученні залізобетонних 

елементів з нормальними тріщинами включає в себе три етапи: визначення 

взаємного зміщення берегів нормальної тріщини з умовно розсіченою поздовжньою 

арматурою; визначення нагельних сил в поздовжній арматурі та долі крутного 

моменту, що сприймає зона без тріщин; визначення жорсткості та міцності перерізу. 

В дисертації розроблена чисельно-аналітична методика визначення взаємного 

зміщення берегів нормальної тріщини. Методика відрізняється своєю простотою, є 

достатньо точною для практичних розрахунків. Показано, що використання 

запропонованої методики дозволяє уникнути громіздкого і трудомісткого 

використання об'ємних скінчених елементів. Порівняння результатів, отриманих за 

розробленою методикою, з даними розрахунку за МСЕ з застосуванням об'ємних 

скінчених елементів, показало її достовірність, що дозволяє використовувати 

запропоновану методику для визначення переміщень при крученні. 

2. На основі експериментальних досліджень встановлено, що діаграма "крутний 

момент - кут закручування" залізобетонних елементів двотаврового перерізу з 

штучними нормальними тріщинами до високих рівнів навантаження має лінійний 

характер. Пластичні деформації мають місце на останніх етапах завантаження, перед 

руйнуванням, що дозволило для методики розрахунку деформативності в 

експлуатаційної стадії використовувати лінійні залежності. Встановлено, що 

Основним типом руйнування є руйнування верхньої полиці двотаврового елементу з 

розвитком просторової тріщини кручення, яка бере початок від вершини нормальної 

тріщини. Встановлено, що армування елементів з нормальними тріщинами тільки 
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поздовжньою арматурою суттєво впливає на їх жорсткість. Достатньо велику 

частину зовнішнього крутного моменту сприймають нагельні сили в поздовжній 

арматурі. Збільшення діаметра поздовжньої арматури, а також жорсткості і міцності 

верхньої полиці призводить до зменшення деформацій і відповідно збільшення 

жорсткості балок при крученні. 

3. Розроблена методика визначення нагельних сил в поздовжній арматурі при 

крученні елемента двотаврового перерізу з нормальними тріщинами. На відміну від 

існуючих методик розроблена методика враховує дві складові нагельних сил, 

наявність двох і більше стрижнів поздовжньої арматури в перерізі, розташування 

поздовжньої арматури близько до грані елемента, скорегована методика визначення 

переміщень від змінання бетону під арматурою. Розроблена методика визначення 

жорсткості та міцності при крученні в місті розташування нормальної тріщини 

залізобетонного елемента двотаврового перерізу. Розроблена інженерна методика 

визначення інтегральної жорсткості при крученні залізобетонних стрижневих 

елементів двотаврового перерізу. 

4. Розроблені комп‘ютерні програми за всіма розробленими методиками 

(визначення взаємного зміщення берегів тріщини, визначення нагельних сил, 

визначення переміщення в тріщині з арматурою, визначення жорсткості та міцності 

поперечного перерізу). Розроблені програми є дуже простими, їх застосування 

дозволяє визначати необхідні параметри напружено-деформованого стану без 

застосування складних моделей з  використанням об‘ємних скінчених елементів та 

складних програмних комплексів. 

5. Проведено порівняння теоретичних значень кутів закручування та несучої 

здатності, отриманих за розробленими методиками, з експериментальними даними, 

яке показало їх задовільний збіг, що дає можливість використання розроблених 

методик та розроблених програм у практику проектування. 
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ДОДАТОК 1 
 
 

  Визначення нагельної сили в поздовжній арматурі при крученні елемента з нормальною 
тріщиною 

   'Блок вихідних даних !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
   Dim TT(500), delxMt0(10), delzMt0(10), delxx0(10), delzx0(10), delxz0(10), delzz0(10), QQx(10), 

QQz(10) 
   Dim hcrc(10), Zs(10), Mts(10), deltatot(10) 
   Dim deltatotx(10), deltatotz(10) 

    Dim Ss As Double 
hcrc(1) = 9:   delxMt0(1) = 0.47647: delzMt0(1) = 0.187499: delxx0(1) = 2.100446: delzx0(1) = 

0.573099: delxz0(1) = 0.5653004: delzz0(1) = 0.2695695 
hcrc(2) = 11:   delxMt0(2) = 0.81299: delzMt0(2) = 0.26637: delxx0(2) = 3.41677: delzx0(2) = 0.7998: 
delxz0(2) = 0.791763: delzz0(2) = 0.312704 

hcrc(3) = 13:   delxMt0(3) = 0.87254: delzMt0(3) = 0.2479621: delxx0(3) = 4.667586: delzx0(3) = 
0.948459: delxz0(3) = 0.94026954: delzz0(3) = 0.326705 

hcrc(4) = 15:   delxMt0(4) = 1.086713: delzMt0(4) = 0.2743887: delxx0(4) = 6.181591: delzx0(4) = 
1.129804: delxz0(4) = 1.1215913: delzz0(4) = 0.348964 
hcrc(5) = 17:   delxMt0(5) = 1.281521: delzMt0(5) = 0.296215: delxx0(5) = 7.5899: delzx0(5) = 

1.283024: delxz0(5) = 1.2748728: delzz0(5) = 0.366043 
    htot = 22     'повна висота балки 
  astrich = 2    ' захисний шар балки 

  ZsX = 5        ' відстань по горизонталі між поздовжніми стержнями арматури 
  epsi = 0.01    'похибка рішення системи квадратних рівнянь для вирішення Qx  і Qz 

  Mt0 = 10000    'зовнішній крутний  момент, при якому визначались зміщення в тріщині по МКЕ з 
об‘ємними елементами  
  Mtt = 10000    ' реальний крутний момент 

  Qxed = 2000    'сила (дві горизонтальні сили в кожному ряду поздовжньої арматури ), при якій 
визначались по  МКЕ з об‘ємними КЕ взаємне зміщення берегів тріщини від сил  Qx 

  Qzed = 1000    'вертик. сили, при яких визначалось по   МКЕ з об‘ємними  КЕ взаємне зміщення 
берегів тріщини від сил Qz 
  ds = 0.8      ' діаметр арматури(поздовжній) 

  Eb0 = 250000  'модуль пружності бетона, при якому  в МКЕ визначались взаємні зміщення  
  Eb = 250000    'реальний модуль пружності 

  Ebb = 125000   'модуль пружності біля арматурного шару 
  'Початок розрахунку!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
  KEb = Eb0 / Eb 

  KMt = Mtt / Mt0 
  For i = 2 To 2 

  Zs(i) = (htot - hcrc(i)) / 2 + hcrc(i) - astrich 
  deltaxMt0 = delxMt0(i) 
  deltazMt0 = delzMt0(i) 

  deltaxx0 = delxx0(i)    'переміщення в напрямку X від сили Qx 
  deltazx0 = delzx0(i)    ' переміщення в напрямку Z від сили Qx 

  deltaxz0 = delxz0(i)    ' переміщення в напрямку X від сили Qz 
  deltazz0 = delzz0(i)    ' переміщення в напрямку Z від сили Qz 
  delxMt = deltaxMt0 * KMt * KEb / 10 

  delzMt = deltazMt0 * KMt * KEb / 10 
  delxx = deltaxx0 / Qxed * KEb / 10 
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  delzx = deltazx0 / Qxed * KEb / 10 
  delxz = deltaxz0 / Qzed * KEb / 10 

  delzz = deltazz0 / Qzed * KEb / 10 
  b1 = delxMt 
  b2 = delzMt 

  
  AA = 500 / ds ^ 3 / Ebb ^ 2 ' 

  BB = 1 / ds / Ebb + delxx 
  CC = delxz 
  FF = 2000 / ds ^ 3 / Ebb ^ 2 

  DD = 2 / ds / Ebb + delzz 
  GG = delzx 

    For Qx = 1 To 1000 Step 1  ' рішення рівнянь для  знаходження  Qx  и Qz 
  For Qz = 1 To 1000 Step 1 
     levb1 = Qx ^ 2 * AA + Qx * BB + Qz * CC 

     levb2 = Qz ^ 2 * FF + Qz * DD + Qx * GG 
     If Abs(levb1 - b1) / b1 < epsi And Abs(levb2 - b2) / b2 < epsi Then GoTo 20 

     Next Qz 
     Next Qx 
20 

   QQx(i) = Qx    ' величина нагельної сили по осі Х 
   QQz(i) = Qz     ' величина нагельної сили по осі Z 
   Mts(i) = QQx(i) * Zs(i) + QQz(i) * ZsX 'крутний момент  сприймається, нагельними силами (при 

Qx множник 2, т.я. дві араматури, а при Qz немає  множника, т.я. там пара сил 
   deltatotx(i) = 2 * (1000 * (Qx / 2) ^ 2 / ds ^ 3 / Ebb ^ 2 + (Qx / 2) / ds / Ebb) 

   deltatotz(i) = 2 * (1000 * Qz ^ 2 / ds ^ 3 / Ebb ^ 2 + Qz / ds / Ebb) 
   deltatot(i) = (deltatotx(i) ^ 2 + deltatotz(i) ^ 2) ^ (1 / 2) 'переміщення в тріщині (вектор сумарний) 
   Next i 

  bb1 = Qx ^ 2 * AA + Qx * BB + Qz * CC   'це для перевірки , чи правильно вирішена  система 
  bb2 = Qz ^ 2 * FF + Qz * DD + Qx * GG   'це ля пеевірки,чи правильно вирішена  система 

     'Блок роздрукування даних розрахунку !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
     For i = 1 To 5 
     Cells(i + 1, 1) = "QQx" 

     Cells(i + 1, 2) = i 
     Cells(i + 1, y + 3) = QQx(i) 

     Next i 
     For i = 1 To 5 
     Cells(i + 7, 1) = "QQz" 

     Cells(i + 7, 2) = i 
     Cells(i + 7, y + 3) = QQz(i) 

     Next i 
     For i = 1 To 5 
     Cells(i + 13, 1) = "Mts" 

     Cells(i + 13, 2) = i 
     Cells(i + 13, y + 3) = Mts(i) 

     Next i 
          For i = 1 To 5 
     Cells(i + 20, 1) = "deltatotx" 

     Cells(i + 20, 2) = i 
     Cells(i + 20, y + 3) = deltatotx(i) 
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     Next i 
          Cells(27, 1) = "ds" 

     Cells(27, 3) = ds 
     Cells(28, 1) = "delxx" 
     Cells(28, 3) = delxx 

     Cells(29, 1) = "delxz" 
     Cells(29, 3) = delxz 

     Cells(30, 1) = "delzx" 
     Cells(30, 3) = delzx 
     Cells(31, 1) = "delzz" 

     Cells(31, 3) = delzz 
     Cells(32, 1) = "delxMt" 

     Cells(32, 3) = delxMt 
     Cells(33, 1) = "delzMt" 
     Cells(33, 3) = delzMt 

   For i = 1 To 5 
     Cells(i + 35, 1) = "deltatotz" 

     Cells(i + 35, 2) = i 
     Cells(i + 35, y + 3) = deltatotz(i) 
     Next i 

          End Sub 
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ДОДАТОК 2 

 

 
‗РОЗРАХУНОК  ПЕРЕМІЩЕНЬ  ПРИ НОРМАЛЬНІЙ ТРІЩИНІ ДВОТАВРОВОГО ЕЛЕМЕНТА 
ШЛЯХОМ ПОДІЛУ НА ДВА ТАВРОВИХ СТРИЖНЯ 

                                'Вихідні дані!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
       Dim TT(500), Mtt(500), mt(500), tau(500), Mtt0(500) 

    Dim Ss As Double 
   epsi = 0.01    ‗ Величина похибки 
   EE = 250000  ‗Модуль деформацій бетону 

   Eb = EE 
   ds = 1   ‗ діаметр арматури 

   xs = 2    ‗відстань між стрижнями арматури 
   astrich = 2   ‗ захисний шар арматури 
   GG = 100000   ‗модуль зсуву бетону 

   Mt0 = 10000 зовнішній крутний момент у верхньому стрижні 
   Mtnig = 0 ' зовнішній крутний момент у нижньому стрижні 

   ms = 10   число розрахункових ділянок по довжині стрижня 
   ns = 30          'верхня межа сумування ряду для визначення внутрішніх зусиль 
   nns = 30 ''верхня межа сумування ряду для визначення моменту інерції при крученні 

   Pi = 3.14159 
   Pi5 = Pi ^ 5 

   l = 30            'відстань між двома нормальними тріщинами. Довжина розрахункового блоку 
дорівнює половині цієї відстані 
   b = 3            'Товщина стінки двотавру 

   bf1 = 30   'ширина верхньої полиці 
   hf1 = 3    'товщина верхньої полиці 

   bf2 = 8.5    'ширина нижньої полиці 
   hf2 = 4.5     'товщина нижньої полиці 
   htot = 22   'повна висота перерізу двотавра 

   hcrc = 13   'висота тріщини (від нижньої грані до вершини тріщини) 
   kuvel = 1 'коефіцієнт підвищення жорсткості стрижнів, що імітує  роботу полиці 

   kiter = 0 'для ітерацій 
      'Початок розрахунку !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
   htv = htot - hcrc - hf1 

   htn = hcrc - hf2 
   ycv = (bf1 * hf1 * (hf1 / 2 + htv) + b * htv ^ 2 / 2) / (bf1 * hf1 + b * htv) 'положення  центра тяжіння 

верхнього  відсіченого тавра 
   ycn = (bf2 * hf2 ^ 2 / 2 + b * htn * (htn / 2 + hf2)) / (bf2 * hf2 + b * htn) 'положення  центра тяжіння 
нижнього відсіченого тавра 

ycel = (bf1 * hf1 * (htot - hf1 / 2) + b * (htot - hf1 - hf2) * ((htot - hf1 - hf2) / 2 + hf2) + bf2 * hf2 * hf2 / 
2) / (bf1 * hf1 + b * (htot - hf1 - hf2) + bf2 * hf2) 

   r1 = ycv    'відстань від  ц.т. верхнього  стрижня до площини  перетину(від  нього крут. моменти 
від Т виз-ся) 
   r2 = hcrc - ycn 'відстань від  ц.т. нижнього стрижня до площини перетину (від нього крут. 

моменти від Т виз-ся) 
   rr1 = htv '/ kuvel  'висота верхнього стиржня , по якій  беруться місцеві деформації  

   rr2 = htn '/ kuvel 'висота нижнього стиржня, по якій  беруться  місцеві деформації  
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   '---------------------------------------------визн. мом. і-ії  кручення Jtt 
   hpliti = hf1: apol = bf1: kk = 1: GoTo 10 

3  Jtver = Jtt 
   hpliti = hf2: apol = bf2: kk = 2: GoTo 10 
4  Jtnig = Jtt 

   hpliti = htv: apol = b: kk = 3: GoTo 10 
5  Jrebv = Jtt 

   hpliti = htn: apol = b: kk = 4: GoTo 10 
6  Jrebn = Jtt 
   hpliti = htn + htv: apol = b: kk = 5: GoTo 10 

7  Jrebtot = Jtt 
   GoTo 20 

10   If apol <= hpliti Then akruch = apol: bkruch = hpliti 
   If apol > hpliti Then akruch = hpliti: bkruch = apol 
   ak = akruch / 2 

   bk = bkruch / 2 
  summa1 = 0 

For nn = 1 To nns Step 2 
    'n:=nn*2-1;  {т.я. сумування по непарних числах} 
                  n5 = nn ^ 5 

                  funk = Pi * nn * bk / 2 / ak 
                  If funk > 15 Then giptan = 1: GoTo 15 
                  gipsin = (Exp(funk) - Exp(-funk)) / 2 

                  gipcos = (Exp(funk) + Exp(-funk)) / 2 
                  giptan = gipsin / gipcos 

15                summa1 = summa1 + giptan / n5 
                                             
Next nn 

   k1 = (1 - 192 * ak / Pi5 / bk * summa1) / 3 
  Jtt = akruch ^ 3 * bkruch * k1 

  If kk = 1 Then GoTo 3 
  If kk = 2 Then GoTo 4 
  If kk = 3 Then GoTo 5 

  If kk = 4 Then GoTo 6 
  If kk = 5 Then GoTo 7 

   '---------------------------------- кінець визначення  момента інерції  при крученні  Jtt 
20 
    

   Jtt1 = Jtver + Jrebv 
   Jtt2 = Jtnig + Jrebn 

  
   Jttot = Jtver + Jtnig + Jrebtot 
   kt = Jttot / (Jtt1 + Jtt2) 

   kt1 = kt * Jtt2 / Jtt1 
   kt2 = kt * Jtt1 / Jtt2 

   Jt1 = Jtt1 '* kt1 
   Jt2 = Jtt2 '* kt2 
   Jarut1 = bf1 / 2 * hf1 ^ 3 * (1 - 0.556 * b / (bf1 / 2)) 

   Jarut2 = bf2 / 2 * hf2 ^ 3 * (1 - 0.556 * b / (bf2 / 2)) 
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   GJ1 = GG * Jt1 
   GJ2 = GG * Jt2 

   EJ = EE * b ^ 3 / 12 * kuvel 'згинальна жорсткість одиничних стрижнів стінки 
   SumGJ = GJ1 + GJ2 
   'sumGJ = GG * Jttot 

50 
   For y = 0 To ms 

   TT(y) = 0: Mtt(y) = 0: mt(y) = 0: tau(y) = 0 'обнулення  даних для подальших  повторюваних 
розрахунків  Next y 
    

   fiver_m = 0: fiver_T = 0: finig_T = 0: finig_m = 0 'обнулення  даних для подальших  повторюваних 
розрахунків      For y = 0 To ms 

   For ks = 1 To ns 
   alfa = Pi * ks / l 
   AA = r1 ^ 2 / GJ1 + alfa ^ 2 * rr1 ^ 3 / 3 / EJ + r2 ^ 2 / GJ2 + alfa ^ 2 * rr2 ^ 3 / 3 / EJ 

   BB = r1 / GJ1 + alfa ^ 2 * rr1 ^ 2 / 2 / EJ - r2 / GJ2 - alfa ^ 2 * rr2 ^ 2 / 2 / EJ 
   ksi = -BB 

   gama = -1 / GJ1 - alfa ^ 2 * rr1 / EJ - 1 / GJ2 - alfa ^ 2 * rr2 / EJ 
   DD = -r1 / GJ1 * 2 * Mt0 / l / alfa * ((-1) ^ ks - 1) - r2 / GJ2 * 2 * Mtnig / l / alfa * ((-1) ^ ks - 1) 'це з 
врахуванням нижнього зовнішнього момента 

   omega = 1 / GJ1 * 2 * Mt0 / l / alfa * ((-1) ^ ks - 1) - 1 / GJ2 * 2 * Mtnig / l / alfa * ((-1) ^ ks - 1) 'це з 
врахуванням нижнього зовнішнього момента 
   beta = AA / BB - ksi / gama 

   Delta = DD / BB - omega / gama 
   Tn = Delta / beta 

   Mtn = DD / BB - Tn * AA / BB 
   TT(y) = TT(y) + Tn * Sin(Pi * ks * y / ms) 
   Mtt(y) = Mtt(y) + Mtn * Sin(Pi * ks * y / ms) 

   mt(y) = mt(y) + Mtn * alfa * Cos(Pi * ks * y / ms) 
   tau(y) = tau(y) + Tn * alfa * Cos(Pi * ks * y / ms) 

   Next ks 
   Next y 
   'Визначення кута повороту і переміщення в тріщині !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

For ks = 1 To ns   'До стрічки Mtn включно – теж саме що і блок вище !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
  alfa = Pi * ks / l 

   AA = r1 ^ 2 / GJ1 + alfa ^ 2 * rr1 ^ 3 / 3 / EJ + r2 ^ 2 / GJ2 + alfa ^ 2 * rr2 ^ 3 / 3 / EJ 
   BB = r1 / GJ1 + alfa ^ 2 * rr1 ^ 2 / 2 / EJ - r2 / GJ2 - alfa ^ 2 * rr2 ^ 2 / 2 / EJ 
   ksi = -BB 

   gama = -1 / GJ1 - alfa ^ 2 * rr1 / EJ - 1 / GJ2 - alfa ^ 2 * rr2 / EJ 
   

   DD = -r1 / GJ1 * 2 * Mt0 / l / alfa * ((-1) ^ ks - 1) - r2 / GJ2 * 2 * Mtnig / l / alfa * ((-1) ^ ks - 1) 'це з 
врахуванням нижнього зовнішнього моменту 
   omega = 1 / GJ1 * 2 * Mt0 / l / alfa * ((-1) ^ ks - 1) - 1 / GJ2 * 2 * Mtnig / l / alfa * ((-1) ^ ks - 1) 'це з 

врахуванням нижнього зовнішнього моменту 
   beta = AA / BB - ksi / gama 

   Delta = DD / BB - omega / gama 
   Tn = Delta / beta 
   Mtn = DD / BB - Tn * AA / BB 

   fiver_m = fiver_m - Mtn / (GJ1 * alfa) * (Cos(Pi * ks / 2) - 1) 
   fiver_T = fiver_T - r1 * Tn / (GJ1 * alfa) * (Cos(Pi * ks / 2) - 1) 
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   finig_T = finig_T - r2 * Tn / (GJ2 * alfa) * (Cos(Pi * ks / 2) - 1) 

   finig_m = finig_m - Mtn / (GJ2 * alfa) * (Cos(Pi * ks / 2) - 1) 
Next ks 
   fiver_mt = fiver_m + fiver_T 

   fiver = Mt0 * l / 2 / GJ1 - fiver_mt 
   fiverMt0 = Mt0 * l / 2 / GJ1 

   finig = Mtnig * l / 2 / GJ2 - finig_T + finig_m 
   ficel = Mt0 * l / 2 / SumGJ 
    

   '------------------------------------------------  блок визначення нагельної сили із програми 
"Нагельн_сила_7" 

    zs = ycv + hcrc - astrich 
  
  kdeltaMt = 1 

  kdeltaxz = 2   'Переміщення від одиничних сил: з однієї сторони  одинина сила. І з другої сторони. 
Тому перемножуємо  на 2 

  kcelsech = 1 
  finig = ficel 
  zsnig = ycel - astrich 

  If kiter = 2 Then GoTo 60 ' Для визначення delxx и delzx (переміщення відповідно по осі X і по осі 
Z від сил Qx=1) 
  If kiter = 3 Then GoTo 70  'Для визначення  delzz и delxz  (переміщення відповідно по осі  Z  і по 

осі X від сил Qz=1) 
   

  delxMt = kdeltaMt * (fiver * zs - finig * zsnig) 'взаємне зміщення берегів тріщини по осі  X від 
кручення стержнів зовнішнім моментом Mt0 
  delzMt = kdeltaMt * (fiver * xs - finig * xs)  'взаємне зміщення берегів тріщини по осі  Z від 

кручення  стержнів зовнішнім моментом Mt0 
     

  kiter = 2: Mt0 = -zs: Mtnig = 0: GoTo 50 'Додаток поперечної сили Qx=1 
60 
      xver = Abs(fiver * zs)  'переміщення  в точках  розм.позд.арматури від  кручення  верхнього 

стрижня одиничною силою Qx=1 
  xnig = Abs(finig * zsnig) / kcelsech 

  delxx = kdeltaxz * (xver - xnig) 'взаємне зміщення берегів тріщини по осі Х від кручення стрижнів 
одиничної силою  Qx=1 
    zverx = Abs(fiver * xs) 

  znigx = Abs(finig * xs) / kcelsech 
  delzx = kdeltaxz * (zverx - znigx) 'взаємне зміщення берегів тріщини по осі Z від кручення 

стрижнів одиничною силою Qx=1 
     
  kiter = 3: Mt0 = -2 * xs: Mtnig = 0: GoTo 50 'Додаток поперечної сили  Qx=1 

70 
  zver = Abs(fiver * xs) 

  znig = Abs(finig * xs) / kcelsech 
  delzz = kdeltaxz * (zver - znig) 'взаємне зміщення берегів тріщини по осі Z від кручення стрижнів 
одиничними силами Qz=1 

   
  xverz = Abs(fiver * zs) 
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  xnigz = Abs(finig * zsnig) / kcelsech 
  delxz = kdeltaxz * (xverz - xnigz) 'взаємне зміщення берегів тріщини по осі Х від кручення 

стиржнів одиничними силами Qz=1 
  AAA = 500 / ds ^ 3 / Eb ^ 2 
  BBB = 1 / ds / Eb + delxx 

  CCC = delxz 
  FFF = 2000 / ds ^ 3 / Eb ^ 2 

  DDD = 2 / ds / Eb + delzz 
  GGG = delzx 
  b1 = delxMt 

  b2 = delzMt 
  kkk = b1 / CCC: mmm = AAA / CCC: nnn = BBB / CCC 

          For Qx = 1 To 100000 Step 1  'це вже рішення рівнянь для знаходження Qx  и Qz 
     levb2 = FFF * (kkk ^ 2 + Qx ^ 4 * mmm ^ 2 + Qx ^ 2 * nnn ^ 2 - 2 * kkk * Qx ^ 2 * mmm - 2 * kkk * 
nnn * Qx + 2 * Qx ^ 2 * mmm * Qx * nnn) + DDD * kkk - DDD * mmm * Qx ^ 2 - DDD * nnn * Qx + 

GGG * Qx 
     ''If Abs(levb1 - b1) / b1 < epsi And Abs(levb2 - b2) / b2 < epsi Then QQx = Qx: QQz = Qz: GoTo 20 

     If Abs(levb2 - b2) / b2 < epsi Then GoTo 200 
     Next Qx 
200 

   Qz = kkk - Qx ^ 2 * mmm - Qx * nnn 
   deltatotx = 2 * (1000 * (Qx / 2) ^ 2 / ds ^ 3 / Eb ^ 2 + (Qx / 2) / ds / Eb) 
   deltatotz = 2 * (1000 * Qz ^ 2 / ds ^ 3 / Eb ^ 2 + Qz / ds / Eb) 

   deltatot = (deltatotx ^ 2 + deltatotz ^ 2) ^ (1 / 2)        'переміщення в тріщині(вектор сумарний) 
   deltacel = ((ficel * zscel) ^ 2 + (ficel * xs) ^ 2) ^ (1 / 2) 'переміщення ЦІЛОГО  блока 

   Mts = Qx * zs + Qz * 2 * xs 
   
  bb1 = Qx ^ 2 * AAA + Qx * BBB + Qz * CCC   'це для перевірки чи правильно вирішена  система 

  bb2 = Qz ^ 2 * FFF + Qz * DDD + Qx * GGG   'це для перевірки чи правильно вирішена  система    
   '------------------------------------------------кінець  блока визначення нагельної сили із програми 

"Нагельн_сила_7" 
   'Кінець визначення кута повороту і переміщення в тріщині!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
‗    Блок роздрукування даних розрахунку 

   For y = 0 To ms 
     Cells(1, y + 3) = y 

     Next y 
      
     Cells(2, 1) = "TT" 

     For y = 0 To ms 
     Cells(2, y + 3) = TT(y) 

     Next y 
          Cells(3, 1) = "MT" 
     For y = 0 To ms 

     Cells(3, y + 3) = Mtt(y) 
     Next y 

          Cells(4, 1) = "mt" 
     For y = 0 To ms 
     Cells(4, y + 3) = mt(y) 

     Next y 
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     Cells(5, 1) = "tau" 
     For y = 0 To ms 

     Cells(5, y + 3) = tau(y) 
     Next y 
     Cells(6, 1) = "Mtt0" 

     For y = 0 To ms 
     Cells(6, y + 3) = Mtt0(y) 

     Next y 
350  'Блок роздрукування даних розрахунку !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
     Cells(7, 1) = "fiver"  'Це дані останньої ітерації . 

     Cells(7, 3) = fiver 
     Cells(10, 1) = "ficel" 

     Cells(10, 3) = ficel 
     Cells(11, 1) = "kkk" 
     Cells(11, 3) = kkk 

     Cells(12, 1) = "mmm" 
     Cells(12, 3) = mmm 

     Cells(13, 1) = "nnn" 
     Cells(13, 3) = nnn 
     Cells(14, 1) = "bb1" 

     Cells(14, 3) = bb1 
     Cells(14, 5) = "bb2" 
     Cells(14, 7) = bb2 

     Cells(15, 1) = "ds" 
     Cells(15, 3) = ds 

     Cells(17, 1) = "Kuvel" 
     Cells(17, 3) = kuvel 
     Cells(18, 1) = "hcrc" 

     Cells(18, 3) = hcrc 
     Cells(19, 1) = "deltatot" 

     Cells(19, 3) = deltatot 
     Cells(21, 1) = "Qx" 
     Cells(21, 3) = Qx 

     Cells(22, 1) = "Qz" 
     Cells(22, 3) = Qz 

     Cells(25, 1) = "Mts" 
     Cells(25, 3) = Mts 
     Cells(29, 1) = "GJ1/GJtot" 

     Cells(29, 3) = GJ1 / SumGJ 
     Cells(32, 1) = "zs" 

     Cells(32, 3) = zs 
     Cells(33, 1) = "zsnig" 
     Cells(33, 3) = zsnig 

         End Sub 
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